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Untersuchungen  über  die  Konvergenz  und  Divergenz 
der  Fourierschen  Darstellungsformeln 35). 

Von 

Paul  du  Bois-Reymoiid. 

(Aus  den  Abhandlungen  der  Kgl.  bayer.  Akademie  der  Wissensch. 
II.  Kl.  XII.  Bd.  II.  Abt.,  München  1876. 


[i]  Allgemeine  Einleitung. 

Wenn  ein  brauchbares  Verfahren   entdeckt  wird,    eine  so- 
genannte willkürliche  Funktion  in  eine  Reihe  der  Form: 

4>Vo{x)  -+-  Ayi{x)  4-  ••• 
zu  entwickeln,  wo  <jp0 (a;) ,  (fi(x),  ...  bestimmte  mit  jener  zu 
entwickelnden  Funktion  außer  Zusammenhang  stehende  Funk- 
tionen sind,  die  Größen  A0 ,  Ai}  ...  aber  von  x  unabhängige 
Koeffizienten  vorstellen :  so  wird  eine  solche  Entwicklung,  welche 
der  willkürlichen  Funktion  gleichsam  eine  Uniform  anzieht 
und  ihren  besonderen  Charakter  in  die  konstanten  Koeffizienten 
verlegt,  stets  die  Aufmerksamkeit  der  Analysten  auf  sich 
lenken,  und  zwar  um  so  nachhaltiger,  je  einfacher  die  Funk- 
tionen (p  und  die  Koeffizienten  A  zusammengesetzt  sind.  Daher 
waren  auch  die  allereinfachsten  Reihenentwicklungen,  die  Potenz- 
reihen und  die  trigonometrischen  Reihen  von  jeher  bevorzugter 
Gegenstand  mathematischer  Spekulation,  so  daß  die  Analysis 
den  Untersuchungen,  welche  man  über  diese  Formeln  oder 
doch  mit  ihrer  Hilfe  angestellt  hat,  ihre  merkwürdigsten  Ge- 
biete verdankt*). 


*)  Die  im  Texte  angeführten  Reihen  bleiben  die  merkwürdigsten  • 
Formeln  der  Analysis,  trotz  der  Loi  supreme  von  Wronski,  von 
dessen  Bestrebungen  ich  durch  mündliche  Mitteilungen  Richelots 
und  durch  Aufsätze  des  Herrn  Abel  Transon  (Nouv.  Ann.  de  Math. 
II.  Serie,  Tome  XIII)  Kunde  habe.  Herr  Abel  Transon  spricht  sein 
Befremden   darüber   aus,   daß   die  Mathematiker   keine  besondere 


4  Paul  du  Bois-Reymond. 

II  Die  Potenzreihen  und  die  trigonometrischen  Reihen,  so 
ungleich  ihr  äußerer  Eindruck  auch  sein  mag,  lassen  sich  doch 

Vorliebe  für  die  Wronskischen  >Gesetze<  an  den  Tag  lejren.  Ich 
muß  das  Urteil  der  Mathematiker  in  Schutz  nehmen.  Betrachten 
wir  Wronshia  allgemeinstes  Ergebnis,  daß  er  irgend  eine  Funktion 
fr  in  jede  Reihe  der  Form  .1,7,  x  ■+-  -1;  <f\  x]  ■+■  •••  zu  entwickeln 
lehrt,  welcher  Art  die  Funktionen  (fo,  tp\...  auch  sein  mügen,  so 
liegt,  wie  mir  scheint,  die  Sache  so:  Ist  die  Möglichkeit  der  Ent- 
wicklung nachgewiesen  oder  wahrscheinlich  gemacht,  bo  ist  Wn 
Koeffizientenbildung,  weil  sie  für  alle  Reihen  dieselbe  ist  und  daher 
im  gegebenen  Fall  äußerst  verwickelt  auslallen  muß.  im  allgemeinen 
unbrauchbar.  Man  versuche  z.  B.  die  Koeffizienten  der  Entwicklung 
nach  Kugelfunktionen  auf  diese  Weise  zu  bestimmen.  Steht  da- 
gegen die  Möglichkeit  der  Entwicklung  selbst  in  Frage,  so  ist  die 
Form  der  Koeffizienten  wieder  zu  verwickelt,  um  die  Konvergenz- 
prüfung der  Reihe,  in  der  sie  auftreten,  zu  ermöglichen. 

Aus  diesen  Gründen  scheint,  wenigstens  vor  der  Hand,  den 
Wrnnskischen  Ergebnissen  nur  ein  formales  Interesse  zugesprochen 
werden  zu  können. 

Von  Anwendungen,  die  auf  andere  Reihenformen  führen,  ab- 
gesehen, wird  man  indessen  Wronski  darin  nur  beipflichten  können, 
daß  er  das  Hauptgewicht  auf  die  Form  Aoq>o[x)  +  Ai<pi[x)  +  -  •'■ 
legt,  in  der  das  Argument  gleichsam  aus  der  individuellen  Funktion, 
die  nur  noch  in  den  Koeffizienten  A  steckt,  herausgeholt  ist.  Ent- 
wicklungen anderer  Gestalt  gibt  es  die  Fülle.  Eine  solche  will  ich 
als  Beispiel  hier  anführen.     Wenn  in  der  Formel 

B 

Cjx      *nx  h  •'■  —  ■'' 
=  hm/,  =  oo  I  d((f{K) — 

A 

,   •  ,  •  „   2  n  + 1  .    . 

statt  h  geschrieben  wird  ~ >  so  bat  man  we?eu 

am  — gJ —  u  =  sm  9-  \  1  —  2  ^>   cos  p  /<  j ■ 

B 

"'/'•'''  =   27  9   '  •  '      '    (/" 

B  A  B 

+  y  Icospag/y  <••■'•  ciis/'i;/*  <-  '/<'-t-sin;».r  /  <f   ■        Bin 

p=l   !■  '1  .'1 

R  —  X 

sin  -= — 
wo  q>(a,x  =2  —  ■    Diese  Reihe  ist  ihrer  Form  wegen  merk- 

'  K  — X 

würdig,  sie  gebt  in  die  Fotwisrsche  Reihe  über,  wenn  den  be- 
liebigen Größen  .!  .  B  die  Worte  —  ■/ .  -  '  erteilt  werden,  und 
Kins  statt  <f  gesetzt  wird 
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ala  verschiedene  Erscheinungsformen  ein  und  derselben  unend- 
lichen Operation  auffassen,  als  welche  mau  nach  Belieben  eine 
von  ihnen  betrachten  kann.  Wenn  man  aber  genauer  zusieht, 
so  erkennt  man,  daß  diese  Verwandtschaft  mehr  in  den  B  - 
Zeichnungen  liegt,  und  daß  zwischen  den  Potenzreihen  und 
den  trigonometrischen  Reihen,  wenn  bei  beiden  die  Voraus- 
setzungen gemacht  werden,  welche  ihre  Eigentümlichkeiten  zur 
Geltung  bringen,  dem  Sinne  nach  ein  tiefer  Unterschied  waltet. 
Um  es  kurz  zu  sagen,  die  trigonometrischen  Reihen  sind  ein 
Grenzfall  der  Potenzreihen,  bei  dem  aber  Voraussetzungen  zu- 
lässig sind,  ja  in  den  Vordergrund  treten,  die  der  allgemeine 
Fall  ausschließt,  wodurch  sich  dann  das  Imaginäre  als  das 
eigentliche  Gebiet  der  Potenzreihen  erweist,  während  die  tri- 
gonometrischen Reihen,  soweit  an  ihnen  etwas  besonderes  ist, 
dem  Reellen  angehören37).  Führen  wir  dies  nun  genauer  aus 
III  Bekanntlich  kann  eine  Potenzreihe 
p=<* 

als  trigonometrische  Reihe  geschrieben  werden,  indem  mau 
q  cos  q  -j-/sin<f)  für  %  einführt.  Diese  Umformung,  durch 
die  man  die  Funktion  F(rp)  =  f{%)  nach  sin  und  cos  der  Viel- 
fachen der  reellen  Größe  q>  entwickelt  erhält,  ist  es  nicht, 
die  wir  hier  brauchen,  da  es  den  Charakter  einer  trigono- 
metrischen Reihe  offenbar  nicht  verändert,  wenn  nur  ihre 
Koeffizienten  komplex  sind.  Sie  läßt  sich  dann  ja  aus  zwei 
reellen  Reihen  derselben  Art  zusammensetzen.  Lehrreicher  ist 
es  umgekehrt,  die  trigonometrische  Reihe  als  Potenzreihe  auf- 
zufassen, indem  man  setzt: 

p=*  »>=« 

=Jg{apwspz-\-bpsmPz)=:F{£)=^{uprp-{-vpi;-P), 

wo 

■r _ie  _  aP  +  ibp  Op  —  ibp 

b  —  e      j     Up  —        g         '    vp  —         2 

Untersuchen  wir  die  Konvergenz  der  so  erhaltenen  Potenz- 
reihe : 

v®  ^^  [«,&  +  **£-')  • 

p=Q 


Es   ist   mod  up  =  mod  vp  =  Vap  —  b'1 .      Bezeichnet    man  mit 
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R  die  größte  Zahl  für  die  R''Va-p  -+-  b'-  nicht  mit  p  unendlich 
wird,  so  ist  die  Reihe  /'(_")  konvergent  im  Ringgebiet  zwischen 
den   um   L  =  0   als   Mittelpunkt    gezogenen   Kreisen    mit    den 

Halbmessern  —  und  R,  falls   nämlich    R^>  1.      Ist   i?<l, 
R 

so  gibt  es  keine  Konvergenz,  und  ist  R=  1,  so  artet  der 
Konvergenzring  in  eine  Kreisperipherie  aus.  Da  nun  mod  >=&!', 
so  erhalten  wir,  R  =  e?  gesetzt,  für  f(z)  folgendes  Konvergenz- 
gebiet: Es  ist  eingeschlossen  zwischen  den  Geraden  x  =  rr  1*. 
unter  Y  den  größten  Wert  von  y  verstanden,  für  den  noch 
Vüp  -\-  bpßP7,  oder  apeP7,  bpe',¥  nicht  mit  jt  unendlich  werden. 
Ist  dieser  Wert  Y  gleich  Null ,  so  artet  das  Gebiet  in  eine 
Linie  aus,  und  ist  Y  negativ,  so  gibt  es  keine  Konvergenz. 
Was  aber,  für  R  =  1  oder  I"=0  in  jener  Ausartungs- 
peripherie oder  für  f[%)  in  der  Ausartungslinie  y  =  0  statt- 
findet, bedarf  einer  besonderen  Untersuchung.  Die  Funktionen- 
theorie im  engeren  Sinne  lehrt  uns  darüber  nichts. 

IV]  Die  Untersuchung  der  Konvergenz  einer  Po- 
tenzreihe in  der  Ausartungslinie  ihres  Konvergenz- 
ringes bildet  den  eigentlichen  Gegenstand  derTheorie 
der  trigonometrischen  Reihen. 

Denn  wenn  die  Reihe  f(z)  ein  Konvergenzgebiet  hat. 
so  sind  in  diesem  Gebiet  die  Funktion  f(z)  und  deren  Ab- 
leitungen stetig.  Umgekehrt,  wenn  f[x)  oder  deren  Ableitungen 
unstetig  sind,  so  kann  dies  nicht  innerhalb  eines  Konvergenz- 
gebietes stattfinden.  Die  Konvergenz  von  f[z)  wird  sich  auf 
die  Ausartungslinie  y  =  0  beschränken  müssen.  Es  folgt 
hieraus,  daß  die  Fülle,  in  welchen  die  trigonometrischen  Reihen 
uns  besonders  merkwürdig  erscheinen,  lediglich  der  Analysis 
des  Reellen  angehören.  Die  Thetareihen  z.  B.,  welche  in  der 
Jacobischen  Form  wie  trigonometrische  Reihen  aussehen,  sind 
ihrem  Wesen  nach  Potenzreihen  und  haben  vom  Standpunkte 
der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen  aus  gar  kein  Inter« 


Nachdem  wir  jetzt  die  trigonometrischen  Reihen  in  zwei 
Klassen  eingeteilt  haben,  die  erstere,  mit  Konvergenz  gebieten, 
welche  wir  als  Potenzreihen  auffassen  und  ausscheiden,  die 
zweite,  mit  einer  Konvergenzlinie,  welche  wir  als  echte  tri- 
gonometrische Reihen  ansehen,  so  ist  noch  mit  einigen  Worten 
auf  die  engere  Benennung:   Fourienche  Reihen,  einzugehen. 
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So  pflegt  man  die  trigonometrischen  Reihen 

psao 

f[x)  =    ^S7  (a7,  cos|?a;  -f-  bp  smpx) 
j>=o 
zu  nennen,  wenn  ihre  Koeffizienten  durch  die  Ausdrücke: 

+  .1  +.t 

.i  ,i0  =        /  daf{a),     7tap  =  /  daf(cc)  cos  pa  , 

—  n  —  n 

+  n 


7cbp  =  I  daf(a)  sin pa 


darstellbar  oder  richtiger  dargestellt  sind.  Wir  wissen  gegen- 
wärtig, unter  welchen  genaueren  Bedingungen  dies  möglieb 
ist,  und  wissen  [V]  namentlich,  daß  die  Integrierbarkeit  von 
f[x)  dazu  ausreicht*).  Jene  Benennung  erfreut  sich  indessen 
keineswegs  geschichtlicher  Berechtigung,  sondern  die  als 
Fouriersche  zu  bezeichnenden  Reihen  müßten  anders  umgrenzt 
werden. 

Die  vorstehende  Bestimmung  der  Koeffizienten  der  trigono- 
metrischen Reihe  rührt  eben  nicht  von  Fourier  her,  sondern 
der  Form  nach  von  Lagrange**),  und  ist  mit  vollem  Bewußt- 
sein zuerst  von  Euler  gegeben***).  Eulera  scharf  gedachte, 
aber  zu  beschränkte  Vorstellung  war,  daß  jede  Funktion 
f{smx,  cos  x),  die  nach  Potenzen  von  sin«,  cos  x  'sich  ent- 
wickeln läßt,  auch  in  eine  nach  Vielfachen  von  x  fortschrei- 
tenden Sinus-  oder  Cosinusreihe  entwickelbar  sei,  und  er  hat 
die  Koeffizienten  dieser  Entwicklungen  wirklich  in  der  heute 
bekannten  Form  schon  dargestellt. 

Fouriers  Koeffizientenbestimmung  ist  jedenfalls  nicht  besser 
als  die  Eulersche,  und  beide  scheinen  mir  sogar  weniger  be- 
friedigend  als    die   ursprüngliche   von    Lagrange f).      Fouriers 


*)  Abhandl.  d.  Kgl.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  IL  Kl.  XII.  Bd.  I.  Abt. 

**)  Miscell.  Taurin.  Tom.  III,  1766,  S.  260. 
***)  Nov.  Act.  Acad.  scient.  Petrop.  Tom.  XI.  1798.     Ich  ver- 
danke diese  Nachweisung  Herrn   TT.  Borehardt. 

+)  Dirichlet  gibt  im  I.  Bande  des  Doreschen  Repertoriums38) 
die  Lagrangesche  Koeffizientenbestimmung  wieder  und  zeigt  an 
einem  Beispiel,  daß  sie  ungenau  ist.  Der  Grund  der  Ungenauigkeit 
ist  aber  die  nicht  als  berechtigt  nachgewiesene  Häufung  zweier 
Grenzübergänge,  nämlich  erstens  in  den  Koeffizienten  von  der 
Summe  zum  Integral,  zweitens  von  der  endlichen  Gliederzahl  zur 
unendlichen. 
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bahnbrechender  Schritt  war  vielmehr  die  durch  überzeugende 
Beispiele  bestätigte  Divination,  daß  die  trigonometrischen  Reihen 
auch  unstetige  Funktionen  darstellen,  und  daß  man  die  zu 
entwickelnde  Funktion  vom  Argument  in  beliebiger  Weise  ab- 
hängig annehmen  darf  —  natürlich  innerhalb  des  Funktions- 
begriffs seiner  Epoche39).  Um  diesen  »Schritt  gehörig  zu  wür- 
digen, muß  man  sich  in  der  einschlägigen  Literatur  des  vorigen 
Jahrhunderts  umsehen.  Man  kann  auf  Grund  der  obiges 
Überlegungen  die  Schöpfung  Fouriera  der  Erforschen  gegen- 
über kurz  zu  kennzeichnen:  Die  von  Euler  gemeinten  Reihen 
haben  ein  Konvergenzgebiet,  die  von  Fourier  in  die  Analysis 
eingeführten  haben  nur  eine  Konvergenz li nie.  Indessen  es 
würde  mißlich  sein,  die  einmal  gebräuchlich  gewordene  Be- 
zeichnung: Fourier&cke  Reihen  so  zu  verschieben,  wie  es  nach 
dem  Gesagten  jVIj  geschichtlich  Rechtens  wäre,  und  ich  ver- 
zichte daher  auf  Vorschläge  in  dieser  Richtung. 

Um  noch  einen  anderen  mathematischen  Ausdruck  zu  er- 
wähnen, dem  die  nachfolgenden  Betrachtungen  gelten,  so  teilt 
Fourier  mit  niemand  den  Ruhm,  die  nach  ihm  genannte  Formel: 

CO  oc 

7tf(x)  =  I da  I  dßf(ß)  cos  a(ß  —  x) 

0       — oc 

entdeckt  zu  haben40).  Wiewohl  wir  die  näheren  Umstände,  aui 
denen  ihre  Eigentümlichkeit  beruht,  jetzt  völlig  durchschauen, 
so  erfüllen  ihre  Leistungen  uns  doch  stets  von  neuem  mii 
Bewunderung,  wie  wir  vom  Anblick  einer  vorbeistürmenden 
Lokomotive  immer  wieder  mächtig  ergriffen  werden,  wenn  wir 
ihren  Mechanismus  auch  noch  so  genau  kennen. 


In   den    gesicherten  Besitzstand    der  Analysis    wurden    die 
FoKrii  rächen  Reihen 

ig-  t* 

11  =  —  30 

'  —n  —n 

eingereiht  durch  die  berühmte  Abhandlang  von  Lejeune-D 
im  IV.  Bande   des    OreUesoh&a   Journals   S.  157.      Es    möchte 
diese   Abhandlung    die   erste   sein,    in    der    die   Notwendig 
erkannt  wurde,  innerhall)  der  Mannigfaltigkeit  voraussetsungs- 
loser  Funktionen,  auch  im  Reellen,  gewisse  Klassen    mii  noch 
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immerhin  höchst  allgemeinen  Charakteren  auszusondern.  Hierin 
liegt  in  meinen  Augen  der  hohe  Wert  jener  Abhandlung, 
namentlich  gegenüber  anderen  gleichzeitigen  oder  früheren  Ver- 
suchen, die  Fouricrsche  Entwicklung  zu  beweisen. 

Während  also  DiricHüet  den  Funktionsbegriff  dem  Gegen- 
stande entsprechend  zu  beschränken  lehrte,  war  er  doch  frei 
von  den  seit  ihm  veralteten  Vorstellungen  über  das  Wesen  und 
die  Stetigkeit  der  Funktionen41).  So  sind  seiner  natürlichen 
und  sachgemäßen  Ausdrucksweise  VII  jene  portions  de  fonc- 
tions  gewichen,  welche  aus  der  Anschauung  entspringen  moch- 
ten, als  ob  eine  Funktion  gleichsam  ein  einheitlicher  Organismus 
sei,  aus  dessen  Stücken  man  allerdings,  wie  seit  Fourier  zu- 
gegeben werden  mußte,  neue  Funktionen  zusammensetzen  könne, 
die  aber  den  ungeheuerlichen  Charakter  ihrer  Entstehung  an 
der  Stirne  trügen. 

Wenn  die  Entwicklung  des  modernen  Fuuktionsbegriffs 
unstreitig  von  den  Fownerschen  Entdeckungen  ihren  Ausgang 
nahm,  so  wird  man  gerechter  Weise  die  bewußte  Förderung 
jenes  Begriffs  und  der  damit  zusammenhängenden  Prinzipien 
der  Integralrechnung  usw.  auf  Fouriers  großen  Schüler  zurück- 
führen müssen,  der  mehr  als  irgend  einer  seiner  Zeitgenossen, 
besonders  durch  seine  Untersuchungen  über  die  Darstellungs- 
formeln für  willkürliche  Funktionen,  zur  Läuterung  dessen 
beigetragen  hat,  was  man  die  Metaphysik  der  Analysis  zu 
nennen  pflegt. 


Die  Gültigkeit  der  Fowroerschen  Entwicklung  ist  von 
Diricfüet  bewiesen  worden  für  den  Fall,  wo  die  darzustellende 
Funktion  f[x)  im  Intervall  —  n  •  •  •.  -j-  n  nicht  unendlich  viele 
Maxima  hat,  eine  Bedingung,  welche  ich  die  Dirichletscke  ge- 
nannt habe.  Nicht  im  geringsten  beeinträchtigt  es  die  Be- 
deutung seiner  Leistung,  wenn  er  in  einer  Ankündigung  am 
Schlüsse  seiner  Abhandlung,  den  Gültigkeitsbereich  der  Fourier- 
schen  Entwicklung,  wie  aus  dem  IV.  Kapitel  dieser  Abhand- 
lung folgt,  überschätzt  hat,  indem  er  sie  auf  alle  Funktionen 
anwendbar  erklärt,  welche  (in  seinem  Sinne  integriert  seien  4-  . 
also  jedenfalls  auf  alle  stetigen  Funktionen.  Er  scheint  dies 
unter  der  Herrschaft  einer  jener  Täuschungen  niedergeschrieben 
zu  haben,  die  in  diesen  abstrakten  Gebieten  nur  zu  oft  uns 
das  ersehnte  Gestade  in  unmittelbarer  Nähe  vorspiegeln ,  um 
uns,    sobald    das    Trugbild    sich    aufgelöst    hat,    in    tiefster 
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Ratlosigkeit  über  den  nunmehr  einzuschlagenden  Weg  und  in 
banger  Ungewißheit  über  die  Richtigkeit  unserer  Voraussetzungen 
zurückzulassen.  Indessen  soll  Dirichlet  den  Glauben  an  den 
von  ihm  behaupteten  Satz  doch  nicht  verloren  haben;  auch  ist 
ja  dieser  Glaube  an  die  Entwickelbarkeit  wenigstens  aller 
stetigen  Funktionen  VIII  in  Fouriersche  Reihen  bis  auf  den 
heutigen  Tag  ein  Stück  der  mathematischen  öffentlichen  Mei- 
nung geblieben*)43). 

Um  so  höher  wird  man  es  Herrn  Lipschitx  anrechnen 
müssen,  daß  er  jene  Konvergenzfrage,  soviel  ich  weiß,  seit 
Dirichlet  zuerst,  wieder  zum  Gegenstand  einer  Veröffentlichung 
gemacht  hat,  in  welcher  er  eine  Erweiterung  der  Dirichlet- 
schen  Bedingung  mit  dessen  Methoden  findet,  und  die  Mög- 
lichkeit andeutet,  daß  eine  dieser  erweiterten  Bedingung  nicht 
genügende  Funktion  auch  nicht  entwickelbar  sei**). 


In  der  Richtung  der  Bestrebungen  des  Verfassers,  der  sich 
mit  der  allgemeinen  Theorie  der  Darstellungsformeln  für  will- 
kürliche Funktionen  beschäftigte,  und  über  den  Gültigkeits- 
umfang  seiner  Ergebnisse  natürlich  möglichst  genau  sich  zu 
unterrichten  wünschte,  lag  es,  auch  die  Konvergenz  der  Fourkr- 
schen  Darstellungen  auf  das  eingehendste  zu  untersuchen. 


*)  Um  nur  auf  Rinnann  mich  zu  berufen .  so  findet  man  bei 
ihm  zwei  Stellen  (Dissert.  S.  1,  >neuere  Untersuchungen  haben  in- 
dessen gezeigt  usw.«  und  Über  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion 
durch  eine  trigonom.  Reihe,  S.  16,  >In  der  Tat  für  alle  Fälle  der 
Natur  usw.«;,  die  schwerlich  anders  sich  deuten  lassen,  als  so.  daß 
Riemann  mindestens  alle  stetigen  Funktionen  durch  trigonometrische 
Reihe  darstellbar  annahm. 

Die  Angabe,  daß  Dirichlet  den  Glauben  an  seinen  Satz  nicht 
verloren  zu  haben  scheine,  schöpfe  ich  aus  einer  mündlichen  Mit- 
teilung des  Herrn  Weierstraß. 

**)  Borchardts  Journ.  63.  Bd.  S.  286.  Die  im  Texte  gemeinte 
Mutmaßung  auf  der  letzten  Seite  des  Aufsatzes  .  auf  welche  Herr 
Lipscl/it:  schwerlich  Gewicht  legt,  daß  möglicherweise  schon  eine 

Funktion,  für  welche  l  —  (/»  —  /\0  +  0))   nicht  verschwindet,   für 

x  =  0  nicht  darstellbar  sein  könne,  trifft  in  der  Tat  zu.  Die  durch 
Fouriersche  Reihen  nicht  darstellbaren  Funktionen  beginnen  da. 
wo  k  Ix)  (f(x)  —  f  [0  +  0))  für  x  =  0  nicht  verschwindet,  und  > 

langsam  oder  langsamer  unendlich  wie  /       wird.    Im  Fall,  wo  /  x 

1  •<* 

wie  /  —  unendlich  wird,  bleibt  die  Fouriersche  Reihe  aber  endlich. 

.r 

Diese  Abhandlung  Art.  40.  Schluß.) 
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Er  will  den  Leser  nicht  davon  unterhalten,  wie  er  zuerst 
von  der  Allgemeingültigkeit  der  Entwickelbarkeit  der  Funk- 
tionen in  trigonometrische  Reihen  fest  überzeugt  war,  wie  er 
hundert  schließlich  als  fehlerhaft  sich  ergebende  Versuche 
machte,  sie  zu  beweisen,  wie  er,  apres  maint  labeur  et  usaige 
lediglich  aus  der  Dauer  und  der  Vielseitige^  IX  seiner  er- 
folglosen Anstrengungen  die  Überzeugung  schöpfte,  daß  die 
l'/richirtsche  Behauptung  falsch  sei44),  und  wie  auf  solche  Weise 
er  endlich  auf  den  Weg  geführt  wurde,  den  er  von  vornherein 
hatte  einschlagen  sollen,  nämlich  seine  Untersuchung  genau  da 
anzufangen,  wo  Dirichlct  die  seinige,  soweit  sie  gedruckt  ist, 
hatte  fallen  lassen,  d.  i.  bei  den  Funktionen  mit  unendlich  vielen 
Maximis.  Aber  eben  nicht  die  schwer  zu  bewältigenden  allge- 
meinen Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit  der  darzustel- 
lenden Funktion  waren  zugrunde  zu  legen,  sondern  es  galt,  das 
Problem  möglichst  zu  vereinfachen,  also  zu  beginnen  mit  der 
Untersuchung  der  Entwickelbarkeit  einer  Funktion,  wie  etwa 
q{x)  cos  ip{x),  wo  q(x)  und  ip{x)~l  für  x  =  0  ohne  Maxima 
verschwinden ,  und  zusammengesetztere  Funktionen  erst  dann 
herbeizuziehen,  wenn  mit  den  einfacheren  die  Grenze  der  Dar- 
stellbarkeit durch  trigonometrische  Reihen  nicht  erreicht  wurde. 
Als  für  diesen  Zweck  dienliche,  nächst  zusammengesetztere 
Funktionen  waren,  wie  einige  Überlegung  zeigt,  solche  der 
Form  q(x)  cos  W(x)  anzusehen,  wo  *P[x),  statt  wie  ifj{x)  ohne 
Maxima  unendlich  zu  werden,  vielmehr  in  geeigneter  Weise 
mit  unendlich  vielen  Maximis  unendlich  wird.  Die  auf  die 
Darstellbarkeit  der  Funktionen  bezüglichen  Ergebnisse  der  an- 
gedeuteten Untersuchung  waren  kurzgefaßt  folgende: 

Alle  Funktionen  q(x)  cos  4>{x)  sind,  unter  den  obigen 
Bestimmungen  über  q(x)  und  ip'x),  für  x  =  0  darstell- 
bar, wogegen  man  bei  Einführung  der  Funktion  qx) 
cos  lF(x)  sogleich  ein  Gebiet  zum  Teil  nicht  darstell- 
barer Funktionen  betritt. 

So  wurde  denn  der  durch  das  Konvergenzproblem  zu  bohrende 
Tunnel  an  beiden  Enden,  an  dem  der  Konvergenz  und  an  dem 
der  Divergenz,  gleichzeitig  in  Angriff  genommen,  und  es  ge- 
lang —  mit  Hilfe  einer  gewissen  neuen  Rechnungsart  sogar 
verhältnismäßig  leicht  —  dem  praktischen  Bedürfnis  jedenfalls 
vollauf  zu  genügen,  und  auch  eine  vor  der  Hand  wohl  be- 
friedigende theoretische  Einsicht  in  diese  dunkeln  Fragen  zu 
gewinnen.  Eine  vollständige  Einsicht  keineswegs.  Vielmehr 
möchten  gerade  die  nachfolgenden  Untersuchungen  hinreichenden 
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Grand  zu  der  Vermutung  enthalten,  daß  unsere  analytischen 
Hilfsmittel  noch  nicht  ausreichen,  um  die  allgemeine  notwendige 
Bedingung  für  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion  aufzustellen. 
Vielleicht  X,  aber  gelangt  man  sogar  dahin,  überhaupt  am 
Vorhandensein  solcher  Bedingungen  zu  zweifeln.  Diese  Abb. 
Schluß  des  II.  Kap.) 

Es    wird    dem  Leser   nicht    unwillkommen    sein,    wenn  der 
Abhandlung  ein   etwas    eingehender  Bericht    über  ihren  Ii 
vorangeschickt  wird,    der  jedoch  seinerseits  eingeleitet  werden 
mag  durch  eine  kurze  Übersicht  dessen,  was  über  die  Darstell- 
barkeit  einer  Funktion   durch   trigonometrische  Reihen   be 
festgestellt  ist. 


Über  den  gegenwärtigen  Stand  der  Konvergenz- 
frage der  Fourierschen  Darstellungsfornieln. 

l'iii  zuerst  die  Aufgaben,    mit  denen  wir  uns  beschäl 
wollen,    scharf  auszusprechen,    gehen  wir  aus  von   der  Sinus- 
Cosinus-Reihe: 

+» 

/  /•'(.(;)  =  -jj-  ^7(sin/>.r  /  'ha/  \t<  Binpa-\-cospx  I dag.  a  cosnaj 

-n 

-.7 

lim,i  =  ^  /  da  q   a 


.:_2W+1     , 


sin —     >  —  x 

lim, 


2  Bin  ' 


=  Ihn/,  =  x  /  daq  [x  -f-  2a'  — : —    .     h  =  2n  4-  1 
J        ' 


.7  —  Z 

2 


Wenn  wir  h  unendlich  werden  lassen,  ohne  auf  seine  Form 
2«  -f  1  Rücksicht  zu  nehmen,  und  wir  erhalten  ein  bestimmtes 
Resultat,  so  können  wir  für  die  besondere  Form  2n-\-l  kein 
anderes  Resultat  erhalten  und  dürfen  von  der  Einführung  di 
Form  absehen.  Wenn  wir  aber  für  Ä  =  2n+l=oo  eine 
divergente  ilrenze  erhalten,  so  wird  sie  auch  divergent  - 
wenn  wir  über  //  gar  nichts  voraussetzen. 
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XI     Es  wird  sich  um  Werte  x  handeln,  die  dem  Intervall 
i    ^x<^-\-tt  angehören,  so  daß  =  <i , — 

=  — />,     </1(x+  2a)  =  /"(«)  gesetzt,  der 

a 

sin  /i  « 


r  ,      ..   .  sin/i« 
lim/l  =  ^  /  daf[a 

•  '  sin« 

-6 


zu    untersuchen    ist.     Wir  vereinfachen  die  Frage ,    indem  wir 

b 

/,     ..   .sin//«         /' ,     ..   .sin//«    ,    /*,.,.  sin//« 

daf(a)— =  /  (/«/  «;— r—  +  /  daf(-a)  ^~ 
v       sin  a        «/  sin «       ./  sin  « 

-b  o  o 

schreiben  und  den  Limes  der  Integrale  rechts  einzeln  be- 
stimmen. Diese  Untersuchung  reduziert  sich  aber  ersichtlich 
auf  die  des  einen  Integrals: 


fdafla) 


sin  h  « 
sin« 


Kennen  wir  die  Bedingungen  für  f(x),  unter  denen  dieser  Limes 
den  Wert  -^-f[0)  erhält,  so  wird  das  Konvergenzproblem  ge- 
löst    sein  mit  Ausnahme  des  besonderen  Falles,    wo  die  Inte- 

o  0 

grale  /  ,     /   beide  an  der  Grenze  divergieren,  jedoch  so,  daß 

o       -b 
ihre  Summe  konvergiert,  ein  Fall,  der  hier  kein  Interesse  bietet. 

TC 

Nehmen  wir  a  <^  —  an,  und  0  <^  z  <^  «,  so  ist: 

Li 

a  c  a 

r    M  .sinaÄ        p       p 

jdaf[a)— =/  +  / 

J  sin«        >'        J 

o  0  f 

e      f.     ..  .sin«//        /  e    \  p  sin«// 

=  - —  I  daf{a) hl—- —    /  dafla)  

smeJ  «  \         sine  /J  v  '       « 

o  o 

77  a 

vtt        i       £      Ca    tt   \  sin«'*    ,       a      /\    st   »sin«/? 

XII      + /  d«f  « \-  - —  /  daf(a)  -      -  , 

sin  e  J  «  sm  a  J  v  « 
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Wenn  nun  für  positive  a,  b,  c  die  Gleichungen  gelten: 


v 

limÄ=„/W(«)  Sina/'  =  0,  (I) 


hm,,  =  *J  da  f(a)  -—-=—f(0  .  II 

(i 

so  muß,  wie  aus  dem  Obigen  hervorgeht,  die  Fouri  osche  Ent- 
wicklung richtig  sein.  Wenn  dagegen  für  gewisse  Funk- 
tionen f(x)  zwar  die  erste  Formel  eintrifft,  dagegen  der  Limes 

h  =  oo  von 


./■ 


,,  .  sin  a  // 
daf[a) 


a 

o 


zwischen    endlichen    oder  unendlichen  Grenzen  unbestimmt  ist. 

C  sin  cc  li 

und  dies  so,    daß  der  Limes  jedes  Integrals  /  daj  c. 

im    Fall   « <^  a,    dem    absoluten  Werte   nach    nicht    über    deu 

a 

Limes  des  Integrals  /  sich  erheben  kann;  so  wird,  weil  1 — 

°       J  sin* 

o 

beliebig  klein  gedacht  werden  darf,  die  Fouriersche  Entwicklung 
divergieren. 

Dieselben  Integrale  (I),  (II)  entscheiden  über  die  Richtigkeit 
der  Fownerschen  Formel: 

b 
I  da  I  dßflß)  cosa(;i  —  x)  =  7tf\p)} 

0  A 

wie    dem    Leser    früherer    Abhandlungen    des    Verfasser:;    be- 
kannt ist45). 

XIII,  In  diesen  Abhandlungen  ist  weiter  gezeigt,   daß  jene 
Sätze  (I),  (II)  besondere  Fälle  dieser  sind. 

lim/,  =  r  I  daf[a)  q  [a ,  h)  =  0  1  a 
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a  a 

lim/,  =00/  daf(a)  cp [a ,  h)  =  /*(0)  lim/,  _  ,  /  dag)(a,  h)       (ll&) 

0  0 

Die  Funktion  cp{x,  h)  betreffend,  setzt  der  erste  Satz  voraus. 
a 

daß  \in\i,-x  I  dc((p[a,  h)    zwischen  irgend  welchen  dem  Inter- 

o 
vsll  b  . .  .  c    angehörigen    Grenzen   Null    ist ,    der   zweite ,    daß 
u 

lim/l  =  0E)/  da(p(a,  h)  von  0  unabhängig  ist. 

u 

Diese  beiden  Sätze  nenne  ich  den  ersten  und  den  zweiten 
Hauptsatz    der    Theorie    der    darstellenden    Integrale. 

Die  Bedingungen,  welche  die  beiden  Hauptsätze  der  Funk- 
tion f[x)  auferlegen,  habe  ich  unter  den  allgemeinsten  Voraus- 
setzungen über  (p(x}  h)  eingehender  Prüfung  unterworfen  in  einer 
Abhandlung:  Borch.  Journ.  Bd.  79,  S.  38.  Wie  ich  in  dieser 
Abhandlung  bemerkte,  hat  vermutlich  jedes  darstellende  Inte- 
gral seine  eigene  Theorie,  und  ganz  besonders  gilt  dies  von 
den  Integralen  (I)  und  (H).  Den  Gültigkeitsbereich  dieser  spe- 
ziellen Formeln  festzustellen,  ist  der  Gegenstand  der  vorliegenden 
Abhandlung.  Folgendes  sind  die  bereits  für  diesen  Gültigkeits- 
bereich aufgestellten  Regeln. 

Der  erste  Hauptsatz 

c 

lim  /  daf(a)  sin«/?  =  0  W 

b 
c 

lim^  daf(a)(p(a,ti)  =  0  (Ia) 

b 

[XIV]  gilt,  so  oft  die  Funktion  f[x)  integrierbar  ist,  offenbar 
eine  notwendige  Bedingung.  Wird  sie  in  einem  Punkt  unend- 
lich,   so   gilt   der  Satz,    wenn  das  Integral  I  f[a)dct  über  die 

Unendlichkeitsstelle  unbedingt  konvergiert46),  eine  Bedingung, 
welche,  wie  Beispiele  lehren,  nicht  die  notwendige  ist. 

Für  endliche  Funktionen  f{x)  ist  also  der  Gültigkeitsbereich 
dieses  Satzes  so  groß,  wie  man  es  nur  erwarten  konnte. 
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Der  andere  Hauptsatz: 

a 

i) 

"  a 

lim  /  daf(a)  (p  (a ,  h)  =  f(0)  lim  /  da  <f  a ,  h)  II  a 

o  o 

auferlegt  in  jedem  x  =  0  ausschließenden  Intervall  der  Funk- 
tion /"(sc)  ebenfalls  nur  die  Bedingung  der  Integrierbarkeit. 
Weiter  hat  die  Analyse  verschiedene  Annäherungsweisen  der 
Funktion  f[x)  an  x  =  0  ergeben,  bei  denen  der  zweite  Haupt- 
satz immer  stattfindet,  von  denen  indessen  keine  notwendig  ist. 
Ich  führe  sie  an,  mit  den  allgemeinsten  (fix)  am  wenigsten 
einschränkenden)  Bedingungen  beginnend. 

1.  Unter  gewissen  Beschränkungen,  welche  </  x,h    betreffen. 

sin  oß  Ji 
und    <p(x,  h)  =  -      -  nicht  ausschließen,  gilt  der  zweite  Haupt- 
satz, wenn  das  Integral 


u  u 


0 

unbedingt  konvergiert*). 

2.  Unter  keinen  anderen  Einschränkungen  von  </  .' ,  h  .  als 
denen,  welche  der  allgemeine  Satz  (IIa)  vorschreibt,  rindet  er 
statt,  so  oft  das  Intesrral 


XV  fdaf(a) 


absolut  konvergiert**). 

3.  Aus  der  Bedingung  1  folgt  diese  Abhandl.  Art.  26  und 
Borchardts  Journ.  79.  Bd.  S.  62  \  daß  der  zweite  Hauptsatz 
stattfindet,  wenn 

..       /V-/-0  +  0) 

hm-o 

nicht    unendlich    ist,    wo    unter    /   sc     die    ohne    Minima    Null 


•    BorchardiB  Journ.  Bd.  79,  S.  38,  Art  9. 

**    Ebenda  Art.  8. 
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werdende  Funktion   gedacht  ist,   welche  die  Grenze  der  Kon- 
vergenz und  Divergenz  des  Integrals 


/ 


da*-® 


bildet*).  Diese  Bedingung  enthält  die  oben  erwähnte  des 
Herrn   Lvpschitc. 

4.  Die  alte  Diriehletaohe  Bedingung  lautet,  daß  der  zweite 
Hauptsatz  gilt,  wenn  f(x)  —  /"(O  +  0)  von  einem  hinreichend 
kleinen  Werte  von  x  an  ohne  Maxirna  mit  x  verschwindet. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  von  den  beiden  letzteren  Be- 
dingungen keine  die  andere  vollständig  enthält. 

Schließlich  hebe  ich  noch  hervor,  daß  man  Satz  (II)  oder 
die  Frage  nach  dem  Wert  des  darin  vorkommenden  Integral- 
limes als  zur  Theorie  des  ersten  Hauptsatzes  gehörig  betrachten 
kann,  indem  man  (II)  schreibt: 

XVI  P      /•(«)    . 

hm  /  da  ——sin  ah. 
J  a 

Es  würde  sich  dann  um  den  Limes  von 


/  daf{a)  (p(a,h) 


handeln,  wenn  für  einen  zwischen  b  und  c  gelegenen  Wert 
von  x  gleichzeitig  f(x)  unendlich  und  (ptx,h)  Null  wird,  eine 
Auffassung,  die  im  folgenden  ihre  Berücksichtigung  findet. 

*  * 


*!  Die  Einführung  dieser  Funktion  x{x)  kann  als  im  Wider- 
spruch mit  dem  Schluß  angesehen  werden,  daß  es  keine  Funktion 
gibt,  welche  die  Grenze  zwischen  Konvergenz  und  Divergenz  bildet. 
Ein  Widerspruch  ist  indessen  hier  nicht  vorhanden.  Die  genauere 
Erürterung  dieser  etwas  subtilen  Frage  werde  ich  demnächst  an 
anderem  Orte  geben.  Hier  nur  in  der  Kürze  die  Andeutung,  daß 
die  Funktion  z  zu  den  von  der  Seite  der  Divergenz,  wie  von  der 
Seite  der  Konvergenz  her  sich  ihr  nähernden  Funktionen  in  ähn- 
licher Beziehung  steht,  wie  der  Kreis  zu  den  ihm  umschriebenen 
nud  eingeschriebenen  Linien.  Praktisch  braucht  man  übrigens  unter 
t  nicht  die  Grenze  der  Konvergenz  und  Divergenz  selbst  sich  vor- 
zustellen, sondern  es  genügt,  darunter  eine  Funktion  sich  zu  denken, 
die  der  Grenze  näher  liegt,  als  alle  anderen  in  den  gerade  vorge- 
legten Kalkül  eingehenden47). 

Ostwalds  Klassiker.     186.  9 
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Eingehender  Bericht  über  die  folgende 
Untersuchung. 

a 

Die  Aufgabe,  den  Limes/(  =  x  jdaf[c()—       -   für    f(a)  = 

0 

(>(«)  cos  ip(ct)  zu  untersuchen,  führt,  wie  viele  andere  Kon- 
vergenzprobleme auf  die  Aufgabe,  die  Stärke  des  Null-  oder 
Unendlichwerdens  nicht  explizite  gegebener  Funktionen  zu 
bestimmen.  Beispielweise  fällt  man  bei  der  obigen  Grenzbe- 
stimmung  u.  a.  auf  folgende  Gleichung: 

ip[a  -f-  ö)  —  (/'(«)  —  öifj'[u)  =  konstans 

für  eine  unbekannte  Funktion  d  =  /(«)?  deren  Nullwerden 
für  a  =  0  zu  beurteilen  ist  (Art.  14). 

Nahe  liegt  es,  ip(a -\- d)  nach  Potenzen  von  o  zu  ent- 
wickeln, bei  den  ersten  Gliedern  die  Entwicklung  abzubrechen, 
und  anzunehmen,  daß  ö  wie  die  Wurzel  aus  ip"{cc)~ i  Null  wird. 
ein  Ergebnis,  daß  sich  für  einzelne  Funktionen  </'  als  richtig 
erweist.  Dieser  Schluß,  bei  dem  ich  anfangs  umsomehr  mich 
beruhigen  zu  dürfen  glaubte,  als  er  bei  einer  ähnlichen  Ge- 
legenheit auch  von  ffiemann  gemacht  wird.*),  zwang  XVII  je- 
doch, Divergenz  der  jFbwnerschen  Entwicklung  bei  Funktionen 
anzunehmen,  für  welche  sich  die  Konvergenz  der  Entwicklung 
anderweitig  feststellen  ließ,  also  mußte  der  Schluß,  allgemein 
zu  reden,  unrichtig  sein. 

Zwischen  dieser  Wahrnehmung  und  einer  wirklieh  genügen- 
den Auflösung  der  angeführten  und  der  ihr  ähnlichen  Glei- 
chungen, lag  indessen  noch  ein  weiter  Weg.  Es  handelte  sich, 
wie  der  Erfolg  zeigt,  um  die  Aufstellung  einer  neuen  Rech- 
nungsart, die  ich,  dieser  ihrer  ersten  größeren  Anwendung 
vorgreifend,  in  den  x\nnalen  von  Glebsch  und  Neumaim, 
Bd.  VIII,  S.  3634S)  auseinandergesetzt  habe,  und  Infinitär- 
kalkul  nenne.  An  der  Hand  der  a.  a.  0.  erörterten  Methoden 
bieten  sich  neue  analytische  Erscheinungen  dar,  deren  eigen- 
tümlichste wohl  die  überall  auftretende,  fast  zur  Regel  werdende 
Unstetigkeit  des  Gesetzes  ist,  welche  die  Geschwindigkeit  des 
Unendlichwerdens  der  Funktionen  bestimmen,  wie  denn  z.  B. 
die  Auflösung  obiger  Gleichung 


*    f;ber  die  DarstelU>arkeit   einer  Funktion    durch  eine  triiron. 
Reihe.  Art.  13. 
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ip[u  -f-  ö)  —  if)(c()  —  d «//(«)  =  konstans 
drei  Formen  hat,  jenachdem  nämlich  ifj(u)  rascher,  gleich  rasch 

oder  langsamer  als   der  log         unendlich  wird. 

a 

Die  im  folgenden  besonders  zur  Anwendung  kommenden 
Formeln  aus  der  angeführten  Abhandlung  habe  ich  kurz  zu- 
sammengestellt S.  22 — 26. 

Jene  Rechnungsart  einmal  gefunden  und  sorgfältig  durch- 
dacht, war  die  Bahn  frei,  und  da  ich  nun  über  viel  weiter- 
reichende  Mittel  wie  früher  verfügte,  so  habe  ich  mir  die 
Genugtung  nicht  versagt,  auch  allgemeinere  Aufgaben  als  das 
nackte  Konvergenzproblem  der  Fownerschen  Reihen  zu  unter- 
suchen.    Ich  habe  festgestellt  den  Limes/,  _  x   des  Integrals 


/  daa(a)  cos  tfj(a)  sin  h(a  -+-  c) 


für  jeden  Wert  von  c,  für  beliebiges  Null-  oder  Unendlich- 
werden von  o(a)  und  beliebiges  Unendlicliwerden  von  */'(«)• 
Für  e  =  0  findet  sich  diese  Untersuchung  in  den  Art.  1 — 17. 
Ihre  Ergebnisse  enthält  die  Tabelle  Art.  17.  Den  Fall  e  >  0 
erörtert  Art.  18.  und  am  Schluß  findet  man  die  bezüglichen 
Ergebnisse  gleichfalls  in  eine  Tabelle  geordnet.  Der  ersten 
Untersuchung,  welche  bei  den  XVIII  mannigfachen  Fällen, 
die  sie  umfaßt,  etwas  zusammengesetzt  ausfallen  mußte,  ist 
eine  kurze  Übersicht  über  ihren  Gang  voraufgeschickt,  S.  27 — 33. 


Die  in  den  Tabellen  Art.  17  und  18  enthaltenen  Grenz- 
ergebnisse haben  das  Angenehme,  daß  sie  uns  in  den  Stand 
setzen,  die  für  die  beiden  Hauptsätze  der  Theorie  gefundenen 
Gültigkeitsbedingungen  an  einer  hinreichend  umfassenden  Funk- 
tionsklasse, für  welche  die  notwendigen  Bedingungen  der 
Darstellbarkeit  bekannt  sind,  mit  aller  Schärfe  zu  vergleichen. 
Dies  geschieht  für  den  ersten  Hauptsatz  im  zweiten,  für  den 
zweiten  Hauptsatz  im  dritten  Kapitel.  Da  die  allgemeinsten 
unter  jenen  Gültigkeitsbedingungen  die  Untersuchung  gewisser 
Integrale  auf  die  Art  ihrer  Konvergenz,  ob  sie  absolut  oder 
bedingt  sei,  erheischen,  so  ist  diese  Untersuchung  auch  ein 
wesentlicher  Teil  des  Inhalts  der  erwähnten  Kapitel,  nament- 
lich  des    dritten.      Die  Vergleichung  der   Tragweite    der   ver- 

2* 
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schiedenen  Gültigkeitsbedingungen  wird  durch  die  Figuren  aui 
Tafel  I  und  II  übersichtlich  gemacht. 

Nehmen  wir  zu  den  drei  ersten  Kapiteln  noch  die  erste 
Hälfte  der  »Schlußbetrachtungen«  dieser  AMiandlung  hinzu.  BO 
sind  deren  Ergebnisse,  soweit  sie  nur  die  Darstellbarkeit  der 
Funktionen  durch  trigonometrische  Reihen  betreffen,  kurzgefaßt 
diese : 

Wenn  für  einen  Punkt  xx   die  Differenz 

/>i)  —lim*  =  *,/"(«) 

auf  die  Form  o{xx  —  x)  cos  ip[x±  —  x)  gebracht  werden  kann. 
wo  o(x)  und  ip[x)~l  für  x  =  0  ohne  Maxima  Null  werden,  so 
ist  f{x{)  darstellbar.  Diese  Bedingung  gestattet  bedeutende 
Erweiterungen,  teils  indem  man  für  die  Funktion  o{x)  cos  \f)  i 

00 

eine    Summe    solcher  Funktionen    ^   op  (x)  cos  \pv  (x)    einführt, 

l 
teils  indem  man  den  Kosinus  durch  eine  trigonometrische  Reih-' 
ersetzt.  Von  diesen  Erweiterungen  handelt  der  erste  Teil  der 
Schlußbetrachtungen,  wo  sie  indessen,  da  sie  nicht  ganz  kurz 
zu  erledigen  sind,  auch  wohl  noch  kein  sehr  hervorragende 
Interesse  bieten,  nicht  vollständig  durchgeführt  werden. 

XIX]  Zu  erwähnen  ist  noch  der  im  Art.  32  zur  Sprache 
kommende  Fall  der  Nichtdarstellbarkeit  einer  Funktion,  wo  si«- 
nämlich  in  einem  Punkte  unendlich  wird,  während  ihre  trigono- 
metrische Entwicklung  in  diesem  Punkte  konvertiert. 


Der  Rest  der  Abhandlung,  das  vierte  Kapitel  und  die  zweite 
Hälfte  der  Schlußbetrachtungen  beschäftigt  sich  mit  der  Dar- 
legung der  Bedingungen,  unter  denen  die  trigonometri>ehe  Ent- 
wicklung einer  endlichen  und  stetigen  Funktion  für  einzelne 
l'unkte  divergiert.     Es  wird  im   vierten  Kapitel  zuerst   gezeigt, 

a 

daß   der   lim^ = «,  /  d  af  -  zwischen  unendlichen  Grenzen 

schwankt,  wenu  für  f(x)  eine  Funktion  sin  '/'"  ./•  genommen 
wird,  die  in  Strecken,  welche  bei  Annäherung  an  ./=  0  gegen 
Null  abnehmen,  periodisch  ist,  aber  mit  gleichfalls  gegen  Null 
abnehmenden  Perioden.  30  daß  beim  Wachstum  von  //  die 
Perioden  von  sin  ah  unbegrenzt  oft  in  aufeinanderfolgenden 
Strecken  denen  von  sin  W(a    gleich  werden   Art  34),    Alsdann 
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weise    ich  nach,    daß  sich    eine  ohne  Maxima  verschwindende 
Funktion  q(%   angeben  läßt,  80  daß  auch  für  f(x)  =  q[x)  sin  ;/;  - 
jener  Limes  verschwindet. 

Nachdem  dies  in  Ordnung  gebracht  ist,  tritt  die  Frage 
nach  den  günstigsten  Bedingungen  für  die  Divergenz 
in  den  Vordergrund,  und  es  ergibt  sich,  daß  für  eine  stetige 
Funktion  die  trigonometrische  Reihe,  durch  eine  Funktion  ihrer 
Gliederzahl  dividiert,  welche  rascher  als  der  Logarithmus  un- 
endlich wird,  stets  Null  zur  Grenze  hat,  aber  durch  den  Loga- 
rithmus oder  eine  langsamer  unendlich  werdende  Funktion  der 
( Uiederzahl  dividiert,  zwischen  endlichen  oder  unendlichen 
Grenzen  schwanken  kann. 

Bei  dieser  Gelegenheit  zeigt  sich  noch,  daß  die  divergenten 
trigonometrischen  Reihen  erst  bei  Funktionen  erscheinen,  deren 
DitYerenzen  f{x{)  —  l\mx=Xlf(x)  für  einzelne  Punkte  x{  so  lang- 
sam oder  langsamer  wie  der  reziproke  Logarithmus  von  - 
verschwinden.  x       i 

XX  Die  im  vorstehenden  gemeinten  Funktionen  £>(#)sin  W(x) 
konnten  zwar  selbst  stetig  gemacht  werden,  aber  es  war  noch 
zu  zeigen,  daß  die  unbegrenzt  vielen  Unstetigkeiten  ihrer  Diffe- 
rentialquotieuten  in  der  Nähe  von  x  =  0  auf  die  erhaltenen 
Resultate  ohne  Einfluß  seien.  Zu  diesem  Behuf  wird  im  Art.  41 
die  Funktion  sin  *F(x)  durch  eine  gleiches  leistende  mit  beliebig 
vielen,  in  den  folgenden  Artikeln  durch  eine  mit  allen  ihren 
Differentialquotienten  stetige  ersetzt.  Diese  Funktion  beweist 
zwar,  was  sie  soll,  ist  aber  nicht  einfachen  Baues.  Ich  zweifle 
nicht,  daß  schon  ganz  gewöhnliche,  aus  trigonometrischen  und 
Exponentialfunktionen  zusammengesetzte  Funktionen  für  ein- 
zelne Argumente  nicht  darstellbar  seien,  habe  dergleichen  Bei- 
spiele aber  erst  aufzusuchen  angefangen,  als  ich  des  Gegen- 
standes und  der  Art  der  Behandlung,  die  er  erheischt,  zu 
müde  war,  um  noch  hinreichende  Ausdauer  für  diese  Nach- 
forschungen übrig  zu  haben. 

In  den  Schlußbetrachtungen  wird  ans  der  für  den  Argu- 
mentwert x  =  0  nicht  darstellbaren  Funktion  q(x)  cos  W(x) 
eine  andere  abgeleitet,  die  zwar  durchweg  stetig  ist,  deren 
trigonometrische  Entwicklung  aber  in  jedem  kleinsten  Intervall 
Punkte  besitzt,  in  denen  sie  divergiert49). 
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[i]       Hilfssätze  aas  dem  Iniinitärkalkul50. 

Bezeichnungen  und  einfache  Operationen  des  Infinitär- 
kalkuls,    die   im  folgenden  zur  Anwendung  kommen*). 

I. 

Es  handelt    sich    nur   um  Funktionen,    die  nicht  unendlich 

viele  Maxima    und  Minima    haben.     Wenn    der  Ouotient 

lür  irgend  einen  numerischen  Wert  von  x  (wohin  auch  oo  zu 
rechnen)  einen  unendlich  großen,  oder  einen  endlichen  von 
Null  verschiedenen,  oder  einen  verschwindenden  Limes  hat, 
so  bezeichnen  wir  dies  mit: 

cp{x)  >-  ip{x),     cp  {%)  ~ip{x),     cp  [x)  -<\p{x). 

Im  Falle  cp(x)^^ip(x)  sagen  wir,  wenn  beide  Funktionen 
unendlich  werden:  das  Unendlich51)  von  cp(x)  ist  größer, 
bzw.  kleiner  als  das  von  ifj{x),  und  wenn  sie  verschwin- 
den,  sagen   wir   das  Gleiche  von    der  Null  dieser  Funktionen. 

[2]  Relationen  wie  cp {x)  j^.ip{x)  heißen  infinitäre  Gleich- 
oder Ungleichheiten.  Falls  zwei  Funktionen  cp(x)  und 
ip(x)  einen  endlichen  gleichen  Limes  haben,  soll  dies  kurz  durch: 

<p(z)  a>  ip{x) 
bezeichnet  werden. 

II. 

Man  kann  jede  infinitäre  Gleich-  oder  Ungleichheit  mit 
einer  beliebigen  Funktion  an  beiden  Seiten  multiplizieren,  aui 
beliebige  Potenzen  erheben  oder  logarithmieren. 

Man  kann  in  der  infinitären  Gleich-  oder  Ungleichheit 

?>(x)cp1{x)  +  n{x)  ~V 

die  linke  Seite  ersetzen  durch  (pi(x),  wenn  fi[x)  -<  <f ,  x), 
Ä  (x)  r^j  1    ist. 

Man  kann  die  infinitären  Gleich-  oder  Ungleichheiten  diffe- 
renzieren und  integrieren  mit  folgenden  Ausnahmen:   Wenn  in 


*)  Der  Unterschied  zwischen  den  Zeichen 
und  >-  und  -<  andererseits  ist  im  folgenden  Borgf&ltig  zu   be- 
achten. Per  Henne 
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7   ./)  ST  ip{x)  die  linke  Seite  einen  endlichen  Limes  hat,  ist  dir 
Relation  im  allgemeinen  nicht  differenzierbar,  und  die  Ungleich- 
heit (f  (sc)  >-  (/*  (sc)   ist  dann  nicht  integrierbar,  wenn   /  (f  a 
einen  endlichen  Limes  hat,  weil  sich  alsdann  daraus 

/  ij  x  '/.'•  ou  /  \p(x)dx 

ergibt*). 

In  bezug  auf  das  Unendlich  der  Funktionen,  wenn  ihr  Ar- 
gument unendlich  wird,  hebe  ich  noch  den  Begriff  der  In- 
finitärtypen  hervor.  So  nenne  ich  eine  Funktion  t}  welche 
die  Gleichheit  t  f"  (x)  r*j  f(x)  erfüllt.  Zum  Typus  wird  man  die 
einfachste,  dieser  Gleichheit  genügende  Funktion  wählen. 

f(a  -\-  rpla)) 
Über  Grenzwerte  von  Ausdrücken  der  Form 


/"(«) 


III. 


Zugrunde  lege  ich  den  Satz:  Es  sei  ?.(a)  >-  1  für  a  =  0 
und  ebenso  u~Sl,  so  hat  man: 


rr~ ; cd    1 


m 

Hieraus  wollen  wir  einige  Schlüsse  ziehen. 

IV. 

Es  sei  *//(«)>-/ — ,  oder  wie  durch  Differentiation 
« 

folgt    ifj'[a)  =  f-±J.J  «(«)>-!,  so  hat  man: 


Tv-! co    J-  • 

Denn  setzt  man  in  vorstehendem  Ausdruck   ^— -  statt   ip'[cc), 
so  findet  man  :  a 


*    Siehe  Borch.  Journ.  Bd.  74,  S.  297  und  Ann.  v.  Cl.  und  N. 
Bd.  VIII,  S.  373  Anm. 

**)  Ann.  v.  Cl.  und  N.  Bd.  VIII,  S.  381. 
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."("  +    tu 

\  ii  a  ! 


<r.  ii 
«  + 


u  i'  ,,  a 


Es  sei  wieder  !//(«)>- 1  — ,  so  ist  auch 


1 "/   \ — ' —  co    x 


Denn  aus  i//(or)>-Z —  folgt   auch   zweimalige  Differentiation: 
i/>"(a)  = — j-v,  ^(aj^-l,  woraus  diese  Formel  sich  ergibt. 

VI. 

Endlich   unter   derseben  Voraussetzung    i/>(a)>-/ 
sei  1  -<  a(a)  -<  i//(a) ,  so  ist  auch: 


<r(g+?jyLj 

;— ; cd    1 


ff(or) 


Beweis.     Man  hat: 


ff(a)  M  a(a)i//'(a)*  ff.'(a) 

0  ^  «t  ^  U  , 

und  es  ist  zu  zeigen,  daß 

a  («)#»*    "    '         '  ff'(«)  x- 

Um  die  erste  Formel  zu  beweisen,  d.  i.  um  zu  beweisen,  daß 

c/(«)~<tf  («)<//'(«)•« 

führen   wir   ein   a(a)  =  -'(«)  ip'(a),    ;'(«)-<l,    wodurch   ver- 
stehende Ungleichheit  wird  (in  etwas  abgekürzter  Schi  < 

■/>"'  +  yifj" -<yip'ip"l  . 


1 
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Nun  werde  ich  zeigen,    daß   unter  obigen  Voraus- 
setzungen stets 

ist.     Aus  ff  =  yip'  >-  1   folgt: 

oder 

7 
Durch  Differentiation  folgt: 

</^        / 

und  durch  Multiplikation  mit  yip'  ergibt  sich  yip"  ^>-y'\p'. 
Die  zu  beweisende  Ungleichheit  y'ip'  -\-  yip"  ~<.yip'ip"k-  kürzt 
sich  somit  zu  yip"  -<  yip'ip"l  d.i.  zu 

«//'*  -<  xp' 
ab.     Aber  wenn  man  dies  schreibt : 


[5]  4 


5-2-<h 


und  integriert,    so  folgt  gerade  — 7-<a  oder 


</'' 


cc 

1 


wie  dies  in  der  Tat  aus  der  Differentiation  von  ü>  >- 1  —  fols:t. 

a 


Zweitens  war  der  Limes: 
~'  /      i       Mi     \ 


ff  («) 

zu  beweisen.  Dies  ist  sehr  einfach.  Aus  a(a)  -=<  ip'(a)  folgt 
ff'  (a)  «<  i//'(a) ,  und  daher  findet  wegen  V  die  vorstehende 
Formel  a  fortiori  statt. 
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Inflnitäre  Auflösung  einiger  Gleichungen. 
VII. 
Es  sei  d  bestimmt  durch  die  Gleichung 

ip{a  +  d)  —  ip{a)  ±  —  =  ±  N, 

wo   </;(«)-<;/  — ,  so  findet  man: 

.        uNct  __  „ 

0  =  —Q-  ,       Mool. 

Für  (/;(«]  ~  /  —    ist 

d  =  «/? « ,     w  öö  1 , 
wo  p  der  Gleichung: 

& (0)  '  i^L  -*G  =  -  ~V>     ^  ~  ^T 
genügt*).  a 

[6]  VIII. 

Es  sei  ö  bestimmt  durch  diese  Gleichung: 

xp{a  +  6)  —  ip{a)  ±  öip'(a)v  =  X. 

wo    iL>[a)>-l — ,    v~<l  sei,  so  ist: 
cc 

«/;  («) 

IX. 
Es  sei  endlich  d  bestimmt  durch: 

^(a  +  ö)  -  ii>(a)  -  öip\a)  =  X. 

Man  findet  für  t//(a)>~/ — : 

a 


=  HVl^TXi>     wcol***) 


*)  Ann.  v.  C7.  u.  N.  Bd.  VIII.  S.  412. 
**)  Ebenda.  ***)  Ebenda  S.  407  ff 
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[7]  I.  Kapitel. 

Untersuchung  des  Limes/,  =  J  J  =  l  duo(a)  cos  ip(a)amha\- 

o 
Kurze  Übersicht   über   den  Gang  dieser  Untersuchung. 

Da  die  Untersuchung  des  Limes 

a 

lj=j  dao(i()  cos  \p[u)  sin  ha  J 

etwas  zusammengesetzter  Natur  ist,  so  wird  es  für  Leser,  die 
sich  nicht  darin  zu  vertiefen  beabsichtigen,  erwünscht  sein, 
nicht  allein  über  ihre  Resultate  eine  Übersicht  zu  erhalten,  wie 
sie  die  Tabelle  des  Art.  17  zu  gewähren  bestimmt  ist,  sondern 
auch  mit  ihrem  Gang  im  allgemeinen  sich  bekannt  machen  zu 
können.  Solchen  Lesern  aber,  welche  die  Untersuchung  jenes 
Limes  genauer  studieren  wollen,  wird  eine  kurze  Zusammen- 
stellung ihrer  Hauptstationen  eine  nicht  von  der  Hand  zu 
weisende  Erleichterung  bieten. 

Um  Funktionen  von  übersichtlicheren  Schwankungen  unter-  Art.  1. 
suchen  zu  können,  zerlegt  man  das  Integral  J  zuerst  so: 

a 

/l  1 

dao(a)  cos  ip(a)  sin  ah  =  -    J —  J2 ,  I 

2.  u 

o 

a  a 

Jx  =  I  dcco(a)  sin  /; ,       J2  =   I  dao(a)  sin  /, 

o  o 

wo 

rj  =  rj(a)  =  ip[a)  +  ha 

X  =  X(a)  =  ^(«)  —  h<x- 

8  Dann  ergibt  sich  aber  alsbald,  daß  diese  Zerlegung  nur 
dann  erlaubt  sei,  wenn  \p[ct)   rascher  unendlich  wird,    als  der 

log — :    es    sei   denn,    daß  a[a)   um    ein    Gewisses   langsamer 

a  .  1 

unendlich  werde  als  — ,    wodurch    aber    gerade    die    für   die 
a 

Fouri ersehen  Reihen  interessantesten  Annahmen  ausgeschlossen 

würden.       Somit    zerfällt    die    Untersuchung    in    zwei    Teile: 
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1.  wenn  ip(cc)  ebenso  langsam  oder  langsamer  unendlich  wird, 
wie  der  log  —  ,  2.  wenn  xpiu)  rascher  unendlich  wird. 

A         Der    Untersuchung    erster    Teil:     '/'«)    wird    nicht 

rascher  unendlich  wie  der   log 

a 

Hier  kann  man  von  der  Zerlegung  I  des  Integrals  J  ersl 
Gebrauch  machen,  nachdem  man  von  J  ein  Teilintegral  mit 
der  Grenze  Null  abgetrennt  und  für  sich  untersucht  hat.  Der 
Rest  kann  dann  mit  Hilfe  der  Zerlegung  I  untersucht  werden. 

a  a'  a 

Es  wird  also    J=   I  in  die  Integrale   /  -f-  /  zerlegt  werden. 

und  die  Kunst  besteht  nun  darin,  a    so  sich  auszusuchen,  daß 
der   Limes   des  Teilintegrals   ohne  Mühe   sich   feststellen   läßt. 

Art.2,3.  Dies  leistet   die  Bestimmung  a'h  =  C,   wo   C  ungemein   groß 
zu  denken  ist,  dabei  aber  k  so  groß   angenommen  wird,    dal! 

Art.  4.  ax  zwischen  0  und  a  fällt.  Indessen  muß  das  Integral  tob 
0  bis  a'  noch  einmal  gespalten  werden.  Auch  ist  es  vorteil- 
haft, die  Untersuchung  zunächst  unter  der  einfacheren  An- 
nahme durchzuführen,  daß  a(a)  =  1  ist,  so  daß  man  im 
ganzen  hat: 

(t 

C ,  .   .  sin  a  h 

J  =  /  da  cos  \p{a)  — 

o 

~h  a' 

/.   .sin«//        /*,  ,   .sin 

da  cos  i//(«)  — f-  /  da  cos  </>(a)  — 

ü  _e_ 

/, 

[9]  i  1  />dgsin^(c)  +  cfft3    1  rda— '"'  - 

t2./  a  2  J  et 

et' 

Wenn   t    hinreichend   klein   ist,    ist   der  Limes   des   Btt 
Integrals  rechts  beliebig  nahe   der  Null,   wenn   C  in  a'h  =  C 
hinreichend   groß ,    ist   der  Limes  des   zweiten   Integrals  nicht 

außerhalb  des  Intervalls  —  —  •  •  •  4"  «"     ^nzutretVt  n.   aber  auch 

kein  bestimmter.     Der  Limes  des  dritten  und  vierten  Integrals 
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Qähert   sich   der   Null.      Wenn    dann    statt    a(a)  = --  wieder  Art.  <; 

a 

eine  allgemeinere  Hypothese  eingeführt  wird,  z.  15.  gesetzt  wird  Art.  10. 
(j(c<)  =  -       ,  so  bleibt  Null  der  Limes  der  drei  übrigen  Inte- 
grale, und  der   des   zweiten    ist  wieder  enthalten  im  Intervall 
—  Q  (0)       ■  •  •  +  Q  (0)  -     ,  womit  der  Fall  ip(a)  -<  / —    erledigt 

ist.     Für   ip(a)r^jl-      wird  der  Limes  direkt,  und  zwar  unter  Art.  s. 

a  1 

der    Annahme    w(a)  =  l—  ■    berechnet.      Es    ergibt    sich    ein 

(C 

etwas  anderer  Ausdruck  für  die  Grenze  des  den  Limes  ein- 
schließenden Integrals. 

Der  Untersuchung  zweiter  Teil:  ip(a)  wird  rascher    1! 

unendlich    wie    / 

a 

Hier  darf  man  also  setzen : 

/  daa(a)  cos  ip(a)  sin  h[a)  Art  ,2- 

o 

a  a 

=  —  /  da  a(a)  sin  rt  —        I  dao(a)  sin  /, 

i)  i) 

wo  >t  =  ip(cc)  -{-ah,  y=  ip(a)  —  ah.  Auch  über  o(a)  ver- 
langt die  Untersuchung  Annahmen,  und  zwar,  a(a)  =  '/(a)ip'(a) 
gesetzt,  die  Annahme,  daß  y[a)  für  a  =  0  verschwindet.  Es 
zeigt  sich  indessen  später,  daß  diese  Annahme  in  Wahrheit 
keine  Beschränkung  enthält.  Außerdem  ist  auch  o"(0)  =  oc 
vorausgesetzt,  weil  sonst  lim  J  nach  allgemeinen  Sätzen  Null 
ist.  Führt  man  [10]  die  Größen  rt  und  %  als  Veränderliche 
in  die  obigen  Integrale  rechts  ein ,  so  ist  dabei  folgendes  zu 
bemerken.  Das  zweite  Integral  nach  %  wird: 
y(a) 

•i    A    W'(a)—h  ' 

weil  %(a)  von  a  =  0  bis  a  =  a  abnimmt.  Anders  verhält 
sich  rt[a),  das  von  a  =  0  bis  a  =  orj  (wo  cq  durch  >/(«i) 
=  ip'(a{)  -f-  h  =  0  bestimmt  ist)   abnimmt   und   dann  wieder 
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bis  a  =  a  zunimmt,  so  daß  man  das  erste  Integral  als  Summ«- 
zweier  Integrale  schreiben  muß.  Die  Untersuchung  des  Inte- 
grals nach  /  wird  aber  ihrerseits  dadurch  weniger  einlach 
gemacht,  daß  die  Funktion: 

a(r,\—  —  ZMlÜM 
[  >  d%    "  ip'(a)-h 

Art.  13.  zwischen  den  Grenzen  des  Integrals  ein  Maximum  für  u  =  er* 
hat.  Es  wird  sonach  wieder  eine  Zerlegung  des  ursprüng- 
lichen Integrals  J  in  vier  Teile  nötig,  und  man  hat  also  zu 
setzen : 

/  = 


=  j  duo(u)  cos  ifj(a)  sin  ha  =    -    j dr  ■  ■  ■  -\ J drt 


^(0)  =  «  /(  >r*] 

Irgend   eines    dieser    vier   Integrale,    z.  B.    das   erste,    hat 
also  jetzt  die  Form: 


/  drt  f \it    sin  ij  . 


wo  f[rj\  zwischen  den  Grenzen  der  Integration  kein  Maximum 
oder  Minimum  mehr  hat,  also  daß  das  Integral  in  eine  Schar 
alternierender,  ihrem  absoluten  Werte  nach  abnehmender  Teile 
zerfällt,  deren  Summe  eingeschlossen  ist  zwischen  dem  größten 
dieser  Teile  und  der  Differenz  des  größten  und  zweitgrößten, 
was  erlaubt,  den  Limes  der  vier  Integrale  zu  berechnen. 

Man  findet,  daß  die  beiden  Integrale  nach  /  unter  ihn 
über  a[u)  und  ip(a)  gemachten  Voraussetzungen,  den  Limes 
Null  haben.  Auch  die  Integrale  nach  it  haben  den  Linie?  Null. 
wenn  noch  die  fernere  Hypothese  hinzutritt,   daß  die  Größe 

11  ;    tt)yj'(a) 

i  "  a)i 

Art.  15.  mit  cc  verschwindet.  Wenn  jedoch  diese  Größe  unendlich  wird. 
so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  nach  >  genommenen  Integrale  für 
//  =  oo  zwischen  unendlichen  Grenzen  hin  und  her  schwanken, 
womit  die  Untersuchung  ihren  Abschluß  findet. 


Art.  14. 
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1.    Durch    die    Zerlegung   des    Integrals  ./,    zu    der    die 

Untersuchung  naturgemäß  zuerst  ihre  Zuflucht  nimmt, 

ergibt  sich  auch  sogleich  ihre  natürliche  Einteilung. 

Am  nächsten  liegt  es,  die  Untersuchung  des  Limes/,  _ ,  von 
a 

J  =  I  daa(a)  cos  ifj(cc)  sin  ha 
o 
an  die  Umformung  zu  knüpfen: 

a  ii 

11  1    /'  1     C 

J  =  y  J\  —  y  J-2  =  YJ  da(J{cc)  9in  '/  —  YJ  da0(a)  9in  '/•  ' 

0  0 

wo,  wie  ich  gleich  bemerken  will,   die  Funktionen 

'/  =  »?(«)  =  if)[a)  +  ha 
y  =  y(a)  =  \p[a)  —  ha 

im  großen  und  ganzen  folgenden  Verlauf  haben : 

Die  Funktion  tt  (a)  wird  unendlich  für  «  =  0.     Sie  hat  ein 
Minimum  für  einen  durch 

^(o1)  +  &=  0 

bestimmte  positiven  Wert  a  =  ax ,  der  ISull  wird  für  h  =  oo , 
da  ip'(ct)  negativ  ist  und  mit  ip[c()  für  «  =  0  unendlich  werden 
muß.  So  groß  wollen  wir  aber  h  von  vornherein  annehmen, 
daß  0  <C  «i  <C_a.  Von  a  =  «]  an  wächst  rj(a)  bis  zum  Wert 
ty(a)  +  ah,  den  wir  uns  mit  h  zugleich  sehr  groß  vorstellen 
wollen.  Die  Funktion  %(a)  nimmt  von  */(0)  =  oo  bis  %(a)  = 
ip(a)  —  ha  fortgesetzt  ab. 
Aus  der  Zerlegung 

a  a 

J  =  — j  dao{c<)  sin  /,  —  -  j  daa{a)  sin  %  =  —  Ji  —  —  J2 

o  u 

[12]  ergibt  sich  zunächst  eine  Einteilung  unserer  Untersuchung 
nach  dem  Unendlich  von  ip[ct)  bei  verschwindendem  a.  Führen 
wir  in  J2  statt  et  die  Veränderliche  /  ein,  so  folgt: 

a  /Ja)  s 

Cs    i  \  •         i'j  da    i  \  •  Ci  °{u) sin* 

Jdao(a)*mx=JdXj-a(a)fimX=-Jdx''h- 

0  X(0)  A  X(a) 
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Nun  folgt  aber  aus : 


durch  Differentiation : 


m~i± 


oder    ip'(cc)  =  —  —    -  gesetzt,    entsprechen   den  vorstehenden 
drei  Zeichen  die  Fälle : 

u  (a)  ~  1 . 
Dadurch  wird : 


fax  " 


ao  a)  sin  / 


-://  -f-  ,«(«) 


Unter  der  Annahme  «(a)  ~1  ist  dies  Integral  dann  er- 
sichtlich unbestimmt  zwischen  endlichen  oder  unendlichen  Un- 
bestimmtheitsgrenzen, falls  nicht  aa(a)  -<.  ah  -\-  u  a  . 

Das  heißt  im  günstigsten  Falle  darf  o[c.)  höchstens  ein 
Unendlich   haben,    das   um    ein  Gewisses   kleiner    ist    als   das 

von  —      Es    ist    also   die   Zerlegung   J  =  —  ./, ./,  für 

a  2  2 

//  a)  -<  1  ohne  besondere  Voraussetzungen  über  o  a  nicht 
statthaft,  die  jedoch  gerade  die  interessanteren  Annahmen  über 
a[a)  ausschließen  würden.  Denn  setzt  man,  wie  es  die  Unter- 
suchung   der  JFbwroerschen  Reihen   verlangt,    a(a)  =  — 

muß,    damit  das  Integral  konvergiere,    o(«)  jedenfalls   <  v 
sein,  und  lehrreich   sind  doch  gerade  die  Fälle,    wo  q(o]  un- 
beschränkt langsam  Null  wird. 

Falls  u  («)  >-  1 ,  ist  die  Zerlegung  gestattet .  solange 
<r(«)-<  ip'(ct)  oder  a{a)  =  y(a)ip'(a),  wo  ;'(0)  =  0,  auf 
welche  Annahme  über  a(a)  13  wir  uns,  wie  sich  zeigen 
wird,  beschränken  dürfen,  ohne  der  Allgemeinheit  der 
Untersuchung  Eintrag  zu  tun. 

So  zerfällt  ganz  naturgemäß  die  Untersuchung  des  Limes  J] 
in  die  Teile 

ü)(a)  ^  1 —  und   W(a)  >-  l 

(C  a 
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die    eine   verschiedene  Behandlung    erheischen.      Wir  beginnen 
mit  der  Annahme 


Untersuchung  des  lim  J  im  Falle  i//(a)-<J  — 

2.  Allgemeine  Behandlung  des  lim  J  für  t//(a)-<Z-    • 

o 

Wir  legen  zuerst  die  Annahme  o(a)  =  —  zugrunde,  denn 

a 

es  zeigt  sich,  daß  die  übrigen  erledigt  werden  können,    wenn 

diese  es  ist.    Es  ist  also  zu  untersuchen  der  Limes  des  Integrals 


u 

/'  ,   .  sin  //  a 

da  cos  Wla)  —      —  , 
a 


wozu  im  wesentlichen  eine  Teilung  des  Integrals  in  vier  Teile 
erforderlich  ist,  nämlich  erstens  die  Spaltung: 


sin  ah 
a 


J  =  J   -\r  J    =  /  da  cos  ip[a)  —         -\~  J  da  cos  \p{ 

ü  a' 

a' 

zweitens    die  Spaltung   des   Integrals  J'  =  /    in    zwei    Teile 

o 

h         «'  a 

I  +  / ,  [14]  und  die  Zerlegung  des  Integrals  /    in   die  Teile 

0  j_  o' 

ha  a 

1   Ca      •  1   Ca     sinZ 

3.  Nähere  Angaben  der  ersten  Zerlegung  von  J  in  «T  -f-  7". 
Was  die  erste  Spaltung  des  Integrals  J  in  die  Teile 

a'  a 

/,            , .  .  sin  « h  ,    /* ,  ,  .  sin  « fe 

a«  cos  (/<(«) (-  /  rfa  cos  ip(a)  —      -  =  J  -{-  J 

0  «'  " 

Ostwalds  Klassiker.     186.  '-} 
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betrifft,  so  setzen  wir: 


t/        C ,  I  (C\  sin « 


und  verstehen  unter  «'  eine  Größe,  die  für  h  =  oo  2sull  wird, 
jedoch  so,  daß  «'  ^>  c.x  bleibt,  unter  ax  wie  in  Art.  1  die 
Wurzel  von  xp'  ux)-{-li  =  0  verstanden.     Setzen  wir 

ferner  a'A  =  G,   so  folgt  aus  der  Yergleichung  von 

a'h  =  G 
<<,/,  =  t<(ai), 

daß,  um  beim  Wachstum  von  h  die  Relation  a  ^>  c,  bestehen 
zu  lassen,  während  a'  verschwindet,  C  nur  größer  zu  sein 
braucht  als  der  größte  Wert  von  u{a)  im  Intervall  0  ^  «  ^  a, 
so  daß  namentlich  G  unabhängig  von  h  angenommen  werden  darf. 


sin  ah 

- 


4.  Der  Limes  des  Integrals  J'  =  I  da  cos  1 

0 
unter  der  Annahme   ('•(«)-</ 

Wir  setzen  also  C  =  (c'l/  und : 

c  t 

U  0  l 

15    Zunächst  leuchtet   ein,    daß  das  erste  Integral    rechts 
durch    Verkleinerung    von    e    kleiner    als    eine    beliebig    kleine 
gegebene  Größe  gemacht  werden  kann. 
Das  zweite  Integral : 
c 

JdaG0^\j)  ä 

c 

anlangend,  so  sei  zunächst: 

'"(1)  =  "'  *[t) """'■ 
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wo   6  ^  a^  C.      Es    läßt    sieh,    falls    !'■  <<  -</  —  -    oder    in 
=  — '         iic.   -      1    angenommen    wird,    leicht  zeigen, 

daß   v   mit         verschwindet.     Denn  man  hat: 
n 


oder 


*(f)-'*(x)-  — 

'     Ali 

[a  —  e)  — = —  =  v. 
a 

Da  nun  ii  a]  mit  a  verschwindet,  a  aber  zwischen  den  festen 
von  h  unabhängigen  Größen  e  und  C  liegt,  so  verschwindet 
in   der   Tat    v  mit  k.      Außerdem   wird   v   wachsen,    während 

o  von  e  bis  C  zunimmt,  weil  W  I  -I    dabei  wächst. 

Setzen  wir  jetzt: 

o  c 

/'  /  «  \  sin  a         r  ,  ,  sin  a 

da  cos  ip  I  -  =1  da  cos  («  —  r) 


f,              sin«         .         ? 
cos  »  /  da  cos  v 1-  sin  u  I  da 


sin  a 
sin  ü 

a 


16]  und  nehmen  h  so  groß  an,  daß  cos  v  und  sin  v  zwischen 
den  Grenzen  s  und  C  nur  wachsen  oder  nur  abnehmen,  so 
folgt  mit  Hilfe  des  zweiten  Mittelwertsatzes,  daß  die  Integrale 


sin  u 


/',  smc         ['        .       sin 

/  da  cos  v ,      /  da  sin  v  — 

J  a  J  a 


sich,  während  h  unendlich  wird,   den  Grenzen 
c 


f 


,     sin  a 

da ,     0 

a 


nähern.     Da  nun  u  mit  h  unendlich  wird,   cos  u  also  zwischen 
den  Grenzen  ±  1  unbestimmt  wird,  so  nähert  sich 

3* 


36  Paul  du  Bois-Reymond. 

c 

//  et  \  sin  et 

mit  unbegrenzt  wachsendem  h  einer  Grenze,  die  mit 

c 

/,    sin  a 
da  — 


bezeichnet   werden   kann,   wo  j   zwischen«  den   Grenzen    —  1 
und  —  1  völlig  unbestimmt  ist. 
Was  hiernach  das  Integral 

s  C 

_,  C.  /a\sin«   ,    ('  ( et  \  sin  a 

J  =  J  da  cos  ip    J  .- +  J  da  cos  y(J}) 

0  * 

betrifft,  dessen  erster  Teil  rechts  durch  Verkleinerung  von  e 
unter  jede  Grenze  sinkt,  so  muß  es  sich,  da  es  t  gar  nicht 
enthält,  mit  ins  Unendliche  wachsendem  h  der  Grenze 


c 

J 


.  /'      in  a 

i  /  det 
■  '  et 

o 


nähern,    also   wenn  man  sich,   wie   in   unserm  Belieben    steht. 
C  von  vornherein  äußerst  groß  denkt,  folgt: 

hm/,  =  x  J    =j  —  i 

mit  einem  Fehler,  den  wir  nach  Belieben  klein  annehmen  können. 

1 


5.  Der  Limes  des  Integrals  J'  im  Falle   lf)[a)  =  / 


a 


Den  Fall   ip{ct)r^l —  betrachten    wir   besonders   und  be- 

°  1 

schränken   uns   auf   die  Annahme  ti'(et)  =1 

Alsdann  ist: 


bis  a 

u 


c         u 

r  sin«   ,.,,/',      •         >;i" 

=  cos  ///  /  da  cos  /« 1-  sin  lli  I  da  sin  la 

■i  a  >'  a 
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Die  Integrale  rechts  sind  für  C'=oo  konvergent;  und  geben 
wir  ihnen  bzw.   die  Formeln  A'cos;',  Iis'my,   wo 

r.  i  /' ,     /       .  •   •    ,    v  sin  a  .  P .       .  sin  a 

H  =  mod  /  da  cos  la  4-  i  sin  la)  —   -  =  mod  /  dee  a'       — , 
J  a  J  c 

o  0 

so  ist 

c 

I  da  cos  / 1     1       -  =  B  cos  (Z/t  —  y) 
und  schwankt  für  h  =  oo  zwischen  den  Grenzen  ±  i?. 

a 

-.„         /'.  ,  .sin  cell 

6.  Der  Limes  des  Integrals  J    =    Idee  cos  ip(cc) 

1 

für    ipice)  <l  — •  • 
ee 

Wir  haben  jetzt  noch  den  zweiten  Teil  von  J: 

a 

sin  ah 


C  7  ,   v  sin  o 

J    =  I  da  cos  i//(a)  — 
*/  a 


18 1  im  Fall   ib(a)SZl —   zu    untersuchen.      Hier    dürfen    wir 
a 

unbedenklich  die  Zerlegung: 

2  ./  «  2  ./  a     '    \y  =  Wlu)  —  ah) 

a'  a' 

anwenden,  da  die  Integrale  die  untere  Grenze  Null  nicht  mehr 
haben,  also  jedenfalls  konvergent  sind  (Art.  1). 

Führt  man    in    den  vorstehenden  Integralen  statt  des  ver- 
änderlichen a  die  Variabein  rj  und  %  ein,  so  nehmen  die  Größen : 

1^  da  1  1    da     _  1 

a    arj  cell — tt{a)  '      a    d%  ak-\-{.i(a) 

beide   von    a1   (der  Wurzel  von    ip'{cc)  +  h  =  0)   an   ab ,    also 

gewiß   von    a  ^>  ax    an.      Nur  im  Falle    ip(a)-~~>l — ,    d.  i. 

-\     j  r.  ex 

ii  (ce)  — '  1      könnte  hier  in  bezug  auf  — — ; —  ein  Zweifel    ent- 

stehen,  wenn  nämlich  u(a)  selbst  bei  wachsendem  a  abnähme. 
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Dann  würde    aber  — - —    — — -   doch  wieder  abnehmen,  sobald 
a  U  -\-  (.1  (a) 

man  h^>u(a')  voraussetzte. 

Wir  wollen  nun  nacheinander  den  Limes  der  Integrale: 

n  a 

C       sin  r;  f      sin  % 

-/,  =  I  da -,     Jl  =   Idee 

1        ./  a  Ja 

u'  a' 

untersuchen. 

a 

/sin  / 
da  —     '    für 
a 

rj  =  ip{ct)  +  <xh  und  \p[u)  -<  / —  • 

Wir  setzen : 

n(a) 

f      da  sin  r 

Jx  =   I  dr- '-■ 

J      'dr      a 

[19]  Es  sei  *;(«'),  das  mit  der  Null  sich  näherndem  er' 
unendlich  wird,  einen  Augenblick  ein  Vielfaches  von  rr.  Als- 
dann zerfällt  das  Integral  .]'[  in  eine  Schar  abnehmender  alter- 
nierender Teile,    und    es   wird  erwiesen  sein,    daß   das  ganze 

Integral  J'[  mit  —  verschwindet,  wenn  sich  Gleiches  von  dem 

Bestandteil : 

ij  (a')  +  n 

('       da  sin  / 

.'      '  dr      a 

',  M 

zeigen  läßt,  oder  a  fortiori,  wenn  das  Integral 


i;  (ß')  -4-  u> 

C  ,     da  sin  r 


d  i       a 

■ 

verschwindet,  unter  io  irgend  eine  endliche  Größe  verstanden, 
wobei   ',(«')  nicht  mehr  ein  Vielfaches  von   ./   zu  sein  brauch: 
Wir  setzen  also: 

\p  </)  -f  ha'  =  r(a') 

ip[a")  +  lue"  =  t/a")  =  n(a')  +  tu. 

Statt   i  "  gesehrieben  a  -j-  d  folgt  durch  Subtraktion 
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ip(a'  +  ()i  —  </'(«')  +  hö  =  io, 
oder  wegen  u' Ii  =  C: 

,j,(a'  +  <S)  _*//(<*')  +  _  =  w. 

Aus    dieser   Gleichung    folgt    (/;(«)-</ —    die  für  c.'~<\ 
intinitäre  Lösung  (s.  Hilf 3.  VII): 

iioa'  — 

0  =  ,     «ool, 

und   für  ip(a)r^l —  eine  Lösung  derselben  Form,  in  der  nur 

statt    —    eine  andere  endliche  Größe  steht. 

C  1 

Somit  ist  im  Falle   ü)[a)~<.l  — : 
T  a 

>,(,.-")  a" 

20     /',    rfa  sin  r  /* ,    sin  ??  .    _    /V/«  .    _,      a 


7,    rfa  sin  r          f ,    sin  ??  .    _    /V/«  .    -,      « 

(//    ,        — -  =  1  da =  sin  /    /       =  sin  i  log  —7 
'  dri     a           J           a  'J    a  a 

ij(a')  «'  a' 

=  9^  >j  log  |l  +  ^-j  , 

wo  sin  rt  einen  mittleren  Wert  vorstellt. 

Man  sieht  also ,  daß  vorstehendes  Integral  mit  ins  Unbe- 
grenzte wachsendem  C  unter  jede  Grenze  sinkt,  wohin  ihm 
der  ganze  Teil 

von  Jj'  nachfolgt.     Dabei   muß    li    immer   gerade    so  groß  ge- 
dacht werden,    daß  in  ah  =  C  die  Größe  a    der  Bedingung 

ai  ^  a'  !S  a  genügt.     Gleiches  gilt  für  den  Fall  il>[a)  r^>  1  — 

a 

/sin  y 
da  — - ,  x(a)  =  U>(a) — ah. 

a' 

Ganz  ähnlich  ist  das  Integral: 

J:  =  fdcc^l 
J  a 
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zu  behandeln.     Wir  trennen  von  ./','  wieder  den  Teil: 

u"  y.(u)  ~  tu 

/',    sin  /  /' ,     du  sin  y 

da =  /  dy  —, 

a  J        dy      a 

a'  y(u') 

und  erhalten  aus 

ip{u')  —  ha'  =  y{u) 

ip  (a")  —  h  et"  =  y  [a")  =  y  («')  —  co , 

a"  =  a'  -\-  ö  gesetzt,  diese  Gleichung 

\p{a  +  ö)  —  ip[a')  —  öh  =  —  oj 
[21]   oder 


ÖC 

4>{a'  +  Ö)  -  ip(cc')  -  -r  =  -to 


aus  der  wieder 


(s.  Hilfs.  VII)  folgt. 


auto  _ 

o  =  — — — ,   Mool, 

ü 


9.  Zusammenfassung  der  bisherigen  Resultate. 
Damit  ist  denn  im  ganzen  nachgewiesen,  daß  das  Integral 

a 

1    _„        1    _.         P,  .  ,  sin  //  a 

J   =—J'l—  —  J,  =  J  da  cos  ip{a)  — — 

«' 

C 
mit  wachsendem   G  unter  jede  Grenze   sinkt,    wenn    a   =  — 

gesetzt  wird,  und,  während  C  über  alle  Grenzen  wächst, 
h  stets  so  angenommen  wird,  daß  ax  ^  a'  *S  a.  Dies  zu 
dem  Ergebnisse  des  Art.  4  gefügt,  daß  das  Integral 

a' 

sin  a  // 


_.        /',  .   .  sin  < 

J  =  I  da  cos  </'(") 


wenn    C  äußerst   groß    ist,    bei    unbegrenzter  Zunahme   von    // 
zwischen  den  Grenzen  —  -    und  +  -    hin  und  her  schwankt, 

folgt  endlich,   daß  im  Falle   t''(a)-</ 
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u 

hm/,  =  x>  J  =  hm/,  -  oc   /  tf  «  cos  t!>  (ö  —  , 

./  '      a 

0 

worin   C  nicht  mehr  vorkommt,  durch 

.  ./ 

;  2 

22     ausgedrückt    werden    kann,    wo   j    zwischen    den 

Greuzen   ±  1  völlig  unbestimmt  ist. 

Im  Falle  W(a)r^l —  haben   die  Grenzen,   zwischen 
T  a 

denen    J  schwankt,    einen    etwas    anderen   Ausdruck 

(Art.  5). 

a 

10.  Bestimmung  des  lim  /  dao[a)  cos  ipici)  sin  ah  für  den 

1  ü  1 

Fall   ib  (et)  -S  /  —  ,    wenn    die    Voraussetzung    ala)=  - 
a  a 

fallen  gelassen  wird,  Annahme:  «a(a)"55l. 


Nachdem  wir  den  lim/i  =  ^  /  da  cos  ip(cc) gleich  j 

i/  a 


sin  ah      .  .  ,     .  rt 

2 

o 

gefunden  haben,  ist  es,  soweit  dies  noch  Interesse  hat,  leicht, 
den  Limes  des  allgemeineren  Integrals: 


f° 


dao(a)  cos  ip[a)  sin  ah 
o 
angegeben,  falls  o(a)  im  Integrationsintervall  frei  von  Maximis 
oder   Minimis   ist.      Nehmen  wir  zunächst   aa(a)  =  g(a)  -<  1 
an   und  setzen   das  vorstehende  Integral  gleich: 

c  a 

yl  a\  /«\sin«        P1       .  .  .   .sin«/* 

Q\h)  °03  ^  ( hf  ~a~  +J        Q  ^  C°S  ^^  ~~u~~  ' 

(l  a' 

wo    also    wieder    a'h  =  C.      Der   erste    Teil   gibt   nach    dem 
zweiten  Mittelwertsatz : 

•0/'—  <)-."•  °^-^c 
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und  verschwindet,  wie  groß  C  aucli  sein  mag,  für  h  =  so. 
Der  zweite  23_  Teil  gibt  (auch  nach  dem  zweiten  Mittelwert- 
satz) durch  Einführung  der  Integrationsvariabein  /;  und  /  ganz 
wie  in  den  Art.  7  und  8  zwei  Teile,  die  nach  den  dort 
Ausführungen  mit  wachsendem  G  unter  jede  Grenze  sinken, 
so  daß  man  findet: 

a 

lim/,  =  -j.  I  dao(a)  cos  ip(cc)  sin  alt  =  0 
o 

im  Falle  a a («)  -<  1 . 

Ist  o(«)~l,    so    setzen   wir   q(cc)  =  o(0)  +  /Jo[a),    wo 
4q{a)  -<  1,  und  erhalten: 

a 

lim/,  -  r  \  da  o[a)  cos  xp  (a)  sin  a /?  =  j  —  lim,,  =  „  a  a 
o 
wo  j  zwischen  den  Grenzen   dz  1   unbestimmt  ist. 

11.  Fortsetzung:    Annahme  aa(cc)^>~  1. 

Äußerst    mühsam    ist    der    ganze    Beweis    des    nach    dem 
allen  geradezu  selbstverständlichen  Schlusses,    daß    für    ori 


lim  /  daa[a) 


cos  il'ia)  sin  ah 


zwischen  unendlichen  Grenzen  unbestimmt  ist.  wie  überhaupt 
dergleichen  Divergenzbeweise  am  schwersten  zu  fallen 
pflegen.  Ich  verzichte  darauf,  den  Beweis  hier  folgen  zu  In- 
der einen  im  Verhältnis  zur  Wichtigkeit  des  zu  beweisenden 
Satzes  ungebührlichen  Raum  einnehmen  würde.  Der  Satz  kann 
übrigens  als  besonderer  Fall  eines  allgemeiueren  Theorems 
über  die  Unbestinimtheitsgrenzen  aufgefaßt  werden  und  soll 
als  solcher  gelegentlich  doch  bewiesen  werden.  Hier  will  ich 
mich  begnügen,  ihn  durch  eine  unstrenge  Betrachtung  plausibel 
zu  machen. 

24]  Setzen  wir  o(ct  -f-  e)  statt  p(o  .   s<>   wird,  da  nach  dem 
Obigen  g(a  -f-  f)  ~  1 


,./',/,*  ,   *  sin  ha         .    ,  . 

lim  /  <lt'.o(a  -f-  ej  coa  >'■  i  -  = 

»'  et 
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Die  Unbestimmtheitsgrenzen  dieses  Ausdrucks,  nämlich 
±q[e)/c  wachsen  mit  c  ül)cr  jede  Grenze.  Doch  ist  damit 
allerdings  nicht  bewiesen,  daß  sie  für  e  =  0  unendlich  sind, 
weil  gezeigt  werden  müßte,  daß  man  zu  dem  Resultat  auch 
kommt,  wenn  man  erst  t  =  0  und  dann  //  =  oo  setzt. 


R. 


Untersuchung  (los  lim/,.    »  J=  lim/,  =  ,  /  duo(a)  cos  i/>(a)  sin  ah 

1    ° 
falls  v(«)>-^-    ist. 

12.   Voraussetzungen,    die   der  Untersuchung  zugrunde 
gelegt  werden. 

Falls   xfj{a)  =  l —   dürfen   wir   also    nach   Art.  1    getrost 
setzen :  cc 

a 

J  =  I  dao(a)  cos  (/'(«)  sin  ha 
o 

a 

1(0)  /(0) 

wo  >?  =  */>(«)  -f-  ah,  %  =  ip[&)  —  <xh  und: 
da  1  da  1 


1     Pj      dU       I     \    ■  1     Pl       dC(       (     \     •  1      T  1      T 


d»?  "     i//'(«)  +  /*'      c?^         ifj'(a)—h' 

und  diese  Zerlegung  ist  nach  dem  zitierten  Artikel  immer  ge- 
stattet, wenn,  [25]  o(a)  =  y{a)ip'(a)  gesetzt,  y(a)-<l  ist*). 
Dies  ist  also  die  eine  Voraussetzung.  Außerdem  setzen  wir 
noch  a(a)  =  y(a)ip'(a)  >~  1  voraus,  da  sonst  lim  J  mit  Hilfe 
des  ersten  Hauptsatzes  sich  sofort  als  Null  ergeben  würde. 


*  Die  obige  Zerlegung  von  J  in  ein  Integral  nach  ij  und  eines 
nach  x  ist  nicht  korrekt,  sondern  nur  der  Kürze  halber  so  ge- 
schrieben, da  das  Integral  nach  r,  aus  zwei  Teilen  besteht,  s. 
Art.  14. 
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a 

13.  Über  den  Limes  des  Integrals  ./•,  =  /  daa[a]  sin/ 
wo  y  —  \p{a   —  ha.        ° 
Beginnen  wir  mit  dem  Integral: 

/i  :  I 


./.,  =  /  dy  ——. r  sin  / , 

/  (0)  r      ' 

in  welchem  bei  von  0  bis  a  zunehmendem  et  die  Funktion 
y  =  ip(a)  —  ah  von  y(0)  =  oo  bis  /(«)  abnimmt,  so  hat 
y{a)ifj'(a) 


ip'la)  —  h 
a*  durch 


unterwegs  ein  Maximum,  und  zwar  für  a  =  a*,  wo 


+  y(a*)^'(a*)V"(a*)  =  0 


gegeben  ist,  woraus  man  findet : 


h  =  *//(«> 


1  +  y(a*)<p"(cc* 


Die  Größe   im  Nenner   hat    eine    für   unsere  Untersuchung 
sehr  nützliche  iniinitäre  Eigenschaft. 
Wir  hatten  vorausgesetzt: 

o  =  yip'>l 

oder 


woraus  folgt: 

; 

h" 

[26]  und  durch  Differentiation: 

*P\ 

7' 

oder   wenn  mit   - ,  an  beiden  Seiten  multipliziert  wird,   so  folgt 
die  gemeinte  nützliche  Eigenschaft: 
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L  Sü^.i 

y'    ,'      ^' 

von  der  übrigens  auch  schon  (Hilfss.  VI)  Gebrauch  gemacht  ist. 
Setzt  man  daher: 

h  =  «/''(a*)  •  v, 
so  ist  v  -<  1. 

Um  jetzt   das   Integral   ./•>    abschätzen    zu   können,    setzen 
wir  weiter: 

x'a*)  =  Vi«*)  —  «*>*  =  •1/-' 

-,(«*  +  <J)  =  i/;(«*  +  6)  —  («*  +  ö)h  =  [M—  N)n  . 

mithin : 

tp{a*  +  dy  —  i//(a*)  —  (Ja  =  —  Nit 
oder: 

i/>(a*  +  ö)  —  i//(a*)  —  dip'(a*)  ■  v  =  —  iWr. 

Die    infinitäre    Lösung     der    vorstehenden    Gleichung    ist 
(Hilfss.  VIII) : 

„  Ntiu  =  . 

in  der  d  mit  iV  sein  Zeichen  wechselt. 

Jetzt   betrachten    wir   einen    a*    einschließenden   Teil    von 
Jo,  also: 

a" 

I day(a)  ip'(ct)  sin  (ip(ct)  —  hu),     a'  <C  a*  <C  a" 

a! 

Die  Differenz  a"  —  a'  genüge  der  Gleichheit : 

1 


{//(«*)  ' 

wozu  es  ausreicht,  wenn  «'  und  a"  die  Form  a*  ±  ö  gegeben 
wird,  die  Größe  N  in  obigen  Gleichungen  endlich  anzunehmen. 
Mit  Hilfe  des  gewöhnlichen  Mittelwertsatzes  kann  vorstehender 
Integralausschnitt  in  die  Form: 

[27]     («"  —  a')  y(ä)  ip'[a)  sin  (ip (a)  —  h  ä) ,     et  g  ü  ^  a", 

v 

gebracht   werden.      Wegen   «  =  er  -\ — — ,  wo  r<l,   ist 

°  5  !//'(«*)' 

dieser  Ausdruck: 
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~^ft)  ~     ~^p        —  sin^(«)-Äa 

Nach  Hilfss.  IV  bleibt  die  Klammer  bei  Abnahme  von  a* 
endlich,  und  da  ;'(«)-<  1,  «'  und  «"  und  folglich  «  aber  mit 
a*  nullwerdend  gedacht  sind*),  so  verschwindet  die  ganze 
Größe. 

Das  Integral 

u  a*        a 

I  dao(c<)  sin  /  =  /  -j-  / 

0  0  u* 

zerfällt   in    zwei   Teile,    die   aus    abnehmenden    alternierenden 
Eiuzelintegralen   bestehen.     Weil  aber,   wie  eben  gezeigt,    das 

Integral  /  und  somit  auch  jedes  der  Integrale 

a' 

a*  a" 

/      / 

a'  a* 

verschwindet,  so  verschwinden  auch  die  Integrale 

(C*  II 

0  u* 

0 

14.    Über   den   Limes    des   Integrals   Jl  =  Jdaa[a)  sin/. 

0 

wo  rt  =  ifj[a]-\-  ha . 
Was  endlich  das  Integral   anlangt: 

/,  =  J  dcco(u)  sin  »;  =  I  dr      -ff(a)  sin  /;  -\-Jdt)—o(a]  sin  /  . 

0  >;(U) 

[28]   wo  da     ,   x        y («)«/(«) 
drj     x  '         r   (a)+Ä'    ' 

*   Wegen  der  Endlichkeit  von  JV  and  der  infiniteren  Lösung 
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ist,  so  wird  die  Funktion  -—  o(u)  unendlich  für  «  =  «, ,   weil 

''' (ai)  ~f"  fe  =  0,  und  nimmt  von  a  =  t<{  an  sowohl  in  der 
Richtung  nach  a  =  0  als  nach  «  =  a  hin  ab.  Im  Intervall 
0  ^  «  5^  t([   ist  dies  wegen  y(a)  -<  1  beim  Anblick  von 


einleuchtend,    weil      ,,   ;   von    0   bis  —  1    abnimmt,    während 
a  von  0  bis  ct±  geht.     Im  Intervall  a^^La^a  setzt  man 
da  ff(«) 

Es   ist    o~(«)>~l,    und    \p'{a)-{-h   wächst   von   Null    bis 
ip'{a)  -\-  h,  während  «  von  at   bis  a  geht. 
In  beiden  Integralen: 

i,  | . .  i .  >;  (a) 

/'      d«     ,  .    .  /*      da    ,  ,    . 

I  da-j-o(ti)  sin  /; ,      /  da~—o[a)  sin  ^ 

folgen  sich  von  *;(«i)  nach  »7(0)  =  oo  resp.  r>(a)  hin  die 
Maxima  und  Minima  der  darunterstehenden  Funktion  in  glei- 
cher Reihenfolge  und  mit  derselben  Phase  beginnend.    Wegen 

d  cc 
der  Abnahme  von  ~—a[a)  nach  et  =  0  und  u  =  a  hin  (oder 
di] 

nach  ij  =  co  und  -^  =  iy(a)  hin)  zerfallen  die  vorstehenden 
Integrale  jedes  in  eine  Schar  abnehmender  alternierender  Teil- 
integrale. 

Dieses  vorausgeschickt,  verfahren  wir  ähnlich  wie  in  frühe- 
ren Fällen.     Um  ein  Stück: 

I  =  I  oder  /  =  / 

»((«l  —  ci)  a\  —  d  r  (orj  «i 

[29]  abschätzen  zu  können,  setzen  wir  wieder 

ri{a\)  =  iMc<iJ  +  hai  =  Mtv, 
t)[ai  +  ö)  =  ip(ax  +  Ö)  +  fc(«i  +  d)  =  [M+  %, 
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Mithin : 

\p[ux  +  S\  —  V(«i)  —  ö^'(«i)  =  Nn . 

Für  \b[ct)~>-l—  folgt  hieraus    Hilfss.  IX 
a 


T      ty  (Ol) 

wo   das    ?<    ein   anderes  je   nach   dem  Vorzeichen    der  Wurzel 
ist.   was  wir  durch  die  Lösungsformen: 


—  d  =  —  mj  i/  +  d  =  +  u,  y  -77-— 

andeuten   wollen,    indem   wir   ö'   und   ö"  als    positive  Größen 
einfahren. 

Setzt  man  in  der  von  ccl   bis  ax  -f-  d  genommenen  Portion 
von  J\ ,  der  man  diese  Form  geben  kann : 

dy(ä~) ip'(ä)  sin  (ip[ä)  +  ha) ,    cq  ^  «  ^  «j  +  d . 
ein:   d  rsj —~ — —     so    wird   sie  Null   oder   kann  unbestimmt 

V"(oi)£' 

zwischen  endlichen  oder  kann  unbestimmt  zwischen  unend- 
lichen  Grenzen  werden,  je  nachdem: 

yjä)ip'[ä)  ^ 
9>"(oiH    ^     ' 

wie  ich  gleich  nachweisen  werde.   Dann  setzen  wir:  u  =  ctj  +  dj . 

v 

so  ist  d<  =     „       ,  .   r  S^l.     Der  vorstehende  Ausdruck  kann 

1  :     | 

geschrieben  werden : 

y (5)^(5)    *"(«)* 

Da  nun  ip"(a)  =  -^-~- ,  /.  >-  1    (wie  sich  durch  zweimalige 

Differentiation  [30]  von  tp(a)  >- 1      ergibt),  so  kann  der  zweite 
Faktor  geschrieben  worden: 
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(• 


und  wird  nach  dem  schon  benutzten  Satz  (Hilfss.  III]  Eins  für 
«!  =0.     Das  Integral  Jx   wird  also  jedenfalls  Null,  wenn: 


</'>H 


1  oder  o(ct)  -<  «//"(«) -i 


Viel  umständlicher  ist  der  Nachweis,    daß  das  Integral 


\  =  I  dcta(ct) 


Ji  =  I  d«o(a)  sin  r 
o 
zwischen  unendlichen  Grenzen  unbestimmt  wird,  wenn 

•;..'"  ;"'>-!  oder  ala)xr[a)i 
Xp  (a)t 

ist,  wie  ich  ja  schon  oben  Art.  11)  bemerkt  habe,  daß  der- 
gleichen Divergenzbeweise  am  meisten  Mühe  zu  machen 
pflegen.  Dieses  Mal  aber  will  ich  den  Beweis,  trotz  seiner 
nicht  zu  vermeidenden  Länge,  wirklich  durchführen.  Aus 
mehreren  Gründen.  Einmal  um  doch  ein  Beispiel  eines  sol- 
chen Beweises  gegeben  zu  haben.  Dann  aber,  von  anderen 
abgesehen,  besonders  aus  dem  Grunde,  weil  das  Unendlick- 
werden  des  Integrals  J±  auch  von  Biemann  (Über  die  Dar- 
stellt), e.  F.  d.  e.  trigon.  R.  Art.  13)  behauptet  wird,  während 
seine  Begründung  mehr  ein  Nachweis  der  Möglichkeit  des  Un- 
endliehwerdens  sein  zu  sollen  scheint,  als  ein  Nachweis  des 
Unendlichwerdens  selbst.  Und  ein  genauer  Beweis  einer  Be- 
hauptung, der  Riemcmn  einige  Seiten  gewidmet  hat,  kann  nicht 
überflüssig  erscheinen. 

a 

[31]     15.  Nachweis  der  Divergenz  des  lim  Idao(ct)  sin  »  . 

u 

r  =  tp{a)-\-ha.  im  Falle:    ip(a)>~l — ,    a  (et)  >~  ifj"(a)  1  . 

Um    diesen    Beweis    wirklich    zu   erbringen,    benutzen   wir 
wieder  den  Umstand,  daß  die  Integrale 

Ostwalds  Klassiker,     lsfi.  A 
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I  do.o(c.)  sin  »; ,     /  dao'a)  sin  /  . 

0  u\ 

wenn  man  rt{a{)  als  ganzes  Vielfache  von  ,-r  sich  denkt,  jedes  in 
eine  Schar  abnehmender  alternierender  Teilintegrale  zerfallen, 
und  daß  beide  Scharen  gleichzeitig  mit  einem  positiven  oder  mit 
einem  negativen  größten  Teiliutegral  beginnen.     Es  sei  also 

rj[at  —»Li,  ra} — 8')  =  {m-\-l)jt,  17(04 —  d'  —  ö\  ='m-r2)rr 
',  >-i  +  ö)  =[m-\-l)7t,  Tjfa  +  d  +  d1)  =  (ra  +  2  /r 

so  wird  der  Wert  des  Integrals: 


•A  =  /  detoia)  sin  rt 


enthalten  sein  zwischen  den  Integralen: 

a\  +  d  «i  +  d -f  r)i 

/  dao(cc)  sin  »;,    /  dao(cc)  sin  r 

ai  —  cT  «i  —  d1  —  di' 

und  wird  einen  unendlichen  Limes  haben,    wenn  Gleiches  von 
einem  dem  Integrale: 

/  daa(a)  sin  >; ,   /  daa[a)  sin  /; 

a\  —  d'  —  di'  «i 

nachgewiesen    werden    kann.      Wir    wollen    dies    vom    zweiten 
Integral  nachweisen,  welches  wir  zunächst  so  zerteilen: 

II  =  /  dto(al  -\-  t)  sin  »j  «,  -j-  e) 
u 

+  I  d€i  ü-(«j  +  0  +  6,  ]  sin  /;(«!  +  6  +  €t), 
u 
32]  um  es  sodann  wieder   in   eines  zu   vereinigen,   welches  die 
(Frenzen  des  ersten  hat.     Zu  diesem  Zweek  setzen   wir: 

',  «l  +  «)  =  ('»  +  >')-r 

'.  -«1  +  (>")  =  [m  -+-  /  fl 

',(«i  +  <*  +  «i)  =  («  +  /+  '     ' 

7(o,  +a  +  d,)  =(m  +  2    r. 
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Mit  IliltV  der  Formeln  (llilfss.  IX)  findet  man  hieraus: 


f    V  («1)  r       V  («1) 

wenn  die  iufinitäre  Lösung  von  \p{a  +  ö)  —  ip(tc)  —  d '/>'(«)  =  Qrt 

"1  /  2  j  1  u 
mit    w0  1/  — jtt^-t  bezeichnet   wird.     Verändert   man    in    diesen 
•  *    ip"(a) 

(ileichungcn  e,  /-j   und  r,    läßt   aber   d,   d^ ,  «}   konstant   und 

sieht  r  als  Funktion  von  £   an,  so  findet  man: 


de«  =  de — 2—  1/  — — ■  -f-  de  —  1/  - — — — - — -. — - 
1  uv    r  v  +  1  da  "    [v+  l)ip "(ad 

Dieser  Wert  von  dtx  ist  in  das  zweite  Integral  II  einzu- 
führen, worauf  es  die  Grenzen  0,  ö  erhält  und  sich  mit  dem 
ersten  vereinigt.  Alsdann  zerlegen  wir  II  von  neuem,  und 
zwar  in  folgende  Teile: 

J/=7/1  +  //2  +  //3,  wo: 
ö 

II\  =J  de{a(ai  +  s)  —  o{ax  +  (5  +  ej}  sin  iqfa  +  e), 

ö  

II,  =fde[l  -  !^Y -JL-}a(ai  +  ^  +  £l)  sin^«,  +  e), 

u 

iV 

r    dv-\/         2/r  [  du,,  dur  +  l] 

<*(«i  +  <J  +  fj)  sin  »7(04  +  e). 

[33]  Diese  drei  Integrale  sind  auf  ihre  relativen  Grenzwerte 
für  «!  =  0  zu  untersuchen.  Für  diese  Untersuchung  brauchen 
wir  den  Satz,  daß: 

g(«i  +  4) 
a(ai) 

für  «j  =  0  stets  den  Limes  1  hat,  falls: 

4* 
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V(ai  +4)=  r](at)  -{-Nu 

ist,    wo    N  eine    endliche    Zahl   vorstellt.     Da    nämlich 
alsdann 


1  /  2  A  n 
f     ty  («i 


2X:r 

i 
ist,  so  läuft  der  Satz  darauf  hinaus,  daß  im  Falle  o(a)<^  i' 

üj'(a)  > ,   r~l: 


— —    -ool 


ist.     Dies  haben  wir  aber  (Hilfss.  VI)  schon  gezeigt. 
Sonach  können  wir  zunächst  setzen: 

7/i  =  öa{ai){-^) —    ^kT  "I sin?>1  +  6 ' 

OStSd. 

Der  Faktor  { }  hat  den  Limes  Null. 
Untersuchen  wir  zweitens: 


o[ax  +  d  -j-  « i)  sin  ij  [ctj  - 

Erstens   der   Faktor  -    .     Aus  der  Differentiation  von 
de 

xp[a  -\-  e)  —  xp[a)  —  eip'[a)  =  vn 
folgt: 

ip'(a  +  s)  -  «/''(«)  = 

und 

rfr  „.  .    ip"[a-\-e)     rt< 


Wegen  s  =  utV  2~  ist  (nach  Hilfss.  V)  -  -  55  1 , 

'     xp  [et)  ip  [et) 

und  somit 
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[34]    Ferner  die  Differentialquotienten  —r-^-,   ~ — .    Aus 
i!'  <;  -f-  q   —  tp(a   —  Qifj'(a)  =  X.i   ziehen  wir  wieder: 

Differenzieren   wir   die   erste  Relation,   indem   wir   «   konstant 
lassen,  so  folgt  wegen  der  zweiten: 

ifj"{a)        _      du? 


<//'(«  +  Ql)        ~  dX 
woraus   -~—  öö  0   folgt.     Somit   kann   man    im   ganzen  II3  auf 
die  Form  bringen: 

IIZ  =  duf«,)  •  w -. — sin  »;(«!  +  e),    0  rSj  t  ^  o, 

wo   w  für  cq  =  0  verschwindet. 

Bleibt  noch  IL,  zu  untersuchen.     Wir  schreiben: 

wo  i,  «!,   j'i  mittlere  Werte  vorstellen.    Hier  verschwindet 

der   Faktor   von    ($(7(0!)   nicht,     Denn  man  hat     '  "*"    ööl, 

uv 

ist    enthalten    zwischen    Null   und   — =.    Man 

V2 

könnte  noch  einwenden,  daß  t,  welches  der  Bedingung  0  üS  t  ^  ö 
genügt,  im  äußersten  Falle  Null  oder  gleich  d  sein  könnte. 
Allein  da  der  Sinus  zwischen  den  Grenzen  der  Integration  sein 
Zeichen  nicht  wechselt,  so  würde  es  dann  ja  schon  ausreichen, 
von  dem  Integral : 


und  l/^L- 
V    vi  +  l 


./' 


4-tJ 


zu  zeigen,  daß  es  die  Form  d  ■  o  a)  ■  v2  annimmt,    wo  i2  ~  1 
und  der  übrig  bleibende  Teil 
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./'  +  ./■ 


[35] 

0  £d 

hätte  dasselbe  Zeichen. 

Es  lassen  sich  also  die  drei  Integrale  IIX ,  772,  II3  resp. 
auf  die  Formen  do"(«i)-ri,  ^ff(«i)'«i,  d'<7  c,  /:i  bringen,  wu 
t?!  und  Z/'3    für  a  =  0  verschwinden,   r2  aber  nicht.     Da  aber 

d  </(«,)  ^       ;   *      nach  der  Voraussetzung  >-  1  ist,  so  ist  auch 

IIt  +  7/2  +  773  >-  1 .     Q.  E.  D. 

16.   Schlußbemerkung  über  den  Limes  von 

a 

J  —  I  dao{a)  cos  ip(a)  sin  fr«   falls    o(a)  =  ;    a  /.'    a  . 

1 
y(a)-<l,   i//(a)>-/      ist. 

Unsere  unter  B  gewonnenen  Ergebnisse  sind  kurzgefaßt  diese. 
Nimmt  man  in 


J  =  I  dao(a)  cos  i/'(a)  sin  ha 


o 
an   o"(«)  -<  i//(a),    i//(a)>~/      ,  so  ist  der  lim,/  Null  für 


cj(ö)-<1  ip"[a) 
und  zwischen  unendlichen  Grenzen  unbestimmt  für 

ff(«)>Vj/»>). 

Es  fragt  sich,   ob  die  allgemeine  Bedingung  o  «)  -<  i 
unter  welcher  unsere  Untersuchung  angestellt  wurde,  alle  Fälle 

a(a)  und   */>(«)  >~  /       umfaßt,  in  denen  der  lim  ,7  konvergent 
ist.    Gewiß.    Denn  man  hat  ip'(ct)  =  -  — ,  /<(«)>-  1,  und  die 


Bedingung  der  Konvergenz  o(a)  ^<Vip"(a)   wird: 

[36]  }/«//»  —  «(«) 

a 
während  die  allgemeine  Bedingung 
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o(a)  -< 

et 

lautet.     Es  ist  also  nur  zu  zeigen,   daß 


1  ttu'(et)  —  it  (et)  u(ct) 

et  et 

wozu  es  wieder  ausreicht,   die  Ungleichheit 

etti'(a)  -<  f-i(a)2 
nachzuweisen.     Sie  gibt  integriert: 

1      i1 


oder 


it(a)       '    et 

,"(«)> — T 

l— 

et 


was.   da  ja  «(a)>-l,  a  fortiori  richtig  ist. 


Es  bliebe  noch  übrig,  die  Annahme  o(ct)  £.  ip'(a)  zu  unter- 
suchen, die  natürlich  erst  recht  auf  Divergenz  des  lim  J  führt. 
Ein  genauer  Beweis  läßt  sich  hier  aber  ebenso  schwer  führen 
wie  Art.  11  in  dem  analogen  Fall  o(a)>=-l. 

17.  Zusammenstellung  der  Resultate  der  bisherigen 
Untersuchung. 

Nachdem  wir  somit  den  lim  J  nach  allen  Richtungen  hin 
sorgfältig  untersucht  haben,  stellen  wir  die  gewonnenen  Ergeb- 
nisse in  einer  Tabelle  zusammen.  Da  wir  zur  Prüfung  des 
ersten  Hauptsatzes  (s.  Art.  19)  setzen  müssen: 

a 

J=  I  detf(ct)  sin  a/i,  f  et)  =  o(et)  cos  ip[a), 
o 
zur  Prüfung  des  zweiten  Hauptsatzes  aber: 

a 

J  =  /  daf(ct) ,  f(a)  =  o(et)  cos  ü>(a),  e>(ct)  =  ceo(a), 

tf  ex 

o 

[37]  so  wollen  wir  behufs  rascherer  Übersicht  beide  Funktionen, 
a(a)  und  q((x),  in  unsere  Tabelle  aufnehmen. 
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18.  Über  die  Grenzwerte  ähnlicher  Integrale,  namentlich 
a 

des   Integrals    /  duc>[a)  cos  ip{u)  sin  h  u  -\-  c). 
o 

a 

Wir  hüben  den  Limes  von  /  daf(a)  sin /ja  unter  der  An- 

o 
nähme  /*(«)  =  a(a)  cos  i/>(a)  untersucht.    Der  Leser  wird  sich 
leicht  davon  überzeugen,   [38]  daß  die  Methoden  und  die  Re- 
sultate die  nämlichen  wären,    hätten  wir  /"(«)  =  o"(«)  sin  ip(cc) 
angenommen.     Nur  daß  wir  hier  und  da  statt  Vielfacher  von 

n  ungerade  Vielfache  von  —  hätten  einführen  müssen. 

Etwas  anderes  wäre  es  gewesen,  wenn  das  Integral 

daf(a)  cos  ha 
o 
vorgelegen  hätte.    Zwar  der  zweite  Teil  der  Untersuchung  des 

a 

Limes  J=  I  daa(a)  cos  ip(a)  sin/i«,    den    wir    mit  B    über- 

o 

schrieben  haben,  und  der  i//(ot)>~  l —  voraussetzt,  ist  hier  muta- 

a 

tis  mutandis   vollgültig,    und    so    gelten    für   das   Integral 

a 

/d(co(a)  cos  ip(cc)  cos  ha  im  Falle  ip(a)  >- Z —    die    oben 
a 
o 

a 

für  das  Integral   I  daa(a)  cos  ip(a)  s'mha  gefundene  Re- 
o 

sultate  auch.     Falls  jedoch  ip(a)j^l — ,    sind   etwas   andere 

Betrachtungen   wie   unter   A   anzustellen,   und  werden   abwei- 
chende Resultate  erhalten. 

Als  Ausgangspunkt  dient,   daß  das  Integral 

a 

I  dao(a)  cos  \p[ct)  cos  ha 
o 
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konvergiert,    sobald   a(a)  -<  <//(a)   ist  (Art.  1). 
q(<x) 


also    o[a) 

a 

suchende  Integral 


zu  setzen,    wo    q(cc) 


Jedenfalls  ist 
Das  zu  unter- 


/da    ,  ,  ,  , 
ö(«i  cos  ip[a)  COS  all 

0 

teilt  man  wieder  in  eines  von  0  bis  a  und  eines  von  a  bis 
a.  Von  dem  letzteren  ist  ganz  wie  unter  A  zu  zeigen,  daß  es 
verschwindet.     Das  erstere  anlangend,  setzen  wir  <r 7/ =  0  und 

[391  pda    ,  . 

I  — Q(a)  cos  ip[a)  cos  alt 

0 
C  e  C 

=/v^(l)C09,/'(/i)C09  "=/  +  /■ 

0  0  0 

Der  Teil  von  0  bis  £,  vor  den  man  durch  den  zweiten 
Mittelwertsatz  den  cos  a  zu  nehmen  hat,  gibt  offenbar  einen 
verschwindenden  Limes/,  =  x.    Der  andere  Teil  ist  zu  behandeln 

wie  der  analoge  unter  A,  nur  daß  noch  statt  oi     I  zu  schreiben 


ist  Q{a 


(j[a) 


,  wovon  der  zweite  Faktor   vor  das  Integral  zu 


nehmen  ist.     Sodann  sieht  man  leicht,  daß  auch  dieser  andere 
Teil  für  Ji  =  oo  verschwindet. 

Hier  erhält  man  also  das  Resultat,  daß  für  \b[a)    t 

er 

der  Limes  von 


/  dao(a)  cos  »/'(er)  cos  ah 


immer   verschwindet,    falls    dies    Integral    konvergent 
ist,  womit  auch  dieser  Limes  vollständig  erledigt  ist. 
Im  ganzen  ergibt  sich  also:   Der  Limes;l  =  x  von 


I  dao(a)  cos  i/'(«)  cos  ah 
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ist  konvergent  und  Null  für  \p{a)  ~/      falls  <;(«)-<  t//(a) , 


und  für  y(a)>~l—  falls  a(a)  -<V  */'"(«)•  Außerhalb  die- 
ser Grenzen  divergiert  entweder  das  Integral  selbst 
«der  der  Limes. 


Betrachten  wir  endlich  den  Limes  des  Integrals: 

a 

(/)  =  /  dao(a)  cos  ip(a)  sin  ä(ö  +  c), 
o 
[401  wo  c  irgendeine  Konstante,  so  ist  er  durch  das  Vorstehende 
gleichfalls  bestimmt.     Denn  nehmen  wir  cos  hc  und  sin  ho  vor 
das    Integralzeichen,    so    handelt    es    sich    wesentlich    um    die 
Grenzwerte  der  Integrale: 


I  dao(cc)  cos  i/>(«)  sin  ah,   I  dcca(a)  cos  ip{cc]  cos  all. 
'o  o 

Die  Grenzwerte  des  zweiten  haben  wir  soeben  gefunden, 
die  des  ersten  divergieren  nach  Art.  17  erst  für  größere  Un- 
endlich von  (j(a),  wie  die  des  zweiten.  Wir  haben  also  für 
vorstehendes  Integral  die  Grenzwerte: 


xp[a) 

»(«)  -  »Li 

lim  (J) 

a 

a(a)^  */>'(«) 

0 
divergent 

>-z 


o{a)  ^  V  i//"(a) 


0 
divergent 


19.    Übersicht   über   die   Verwendung    der    obigen    Re- 
sultate in  den  beiden  folgenden  Kapiteln. 

Der  erste  Hauptsatz  der  Theorie  der  darstellenden  Integrale, 
wie  ich  ihn  Borch.  Journ.  Bd.  79,  p.  41  bewiesen  habe,  lautet: 
Wenn   für   alle  durch  die  Bedingung  A  ^  A±  <C  Bi  ÜE  ^ 
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gestatteten  Werte  von  Jj   und  Br  die  Funktion  g.  ath 
die  Gleichung: 

Bi 


lim  /  du(f ■  («,  h)  =  0 


erfüllt,  so  ist,   unter  f[x)  eine  im  Intervall  A^x^B 
integrierbare  Funktion  verstanden,  auch 


41 


lim  /  daf(a)  (f{a,h)  =  0. 


Wir  dürfen  also  <f  («,  h)  =  sin  ah  annehmen.  Man  kann 
diesen  Satz  erweitern,  indem  man  untersucht,  unter  welchen 
Umständen  die  Funktion  f[a)  die  Bedingung  der  Integrierbar- 
keit  unerfüllt  lassen  darf,  indem  sie  z.  B.  in  einzelnen  Punkten 
unendlich  wird.  Es  würde  sich  also  fragen:  Wenn  f{a  für 
einen  zwischen  A  und  B  gelegenen  Punkt  C  unendlich  wird. 
welche  Bedingungen  muß  f{u)  erfüllen,   damit  dennoch: 


lim  /  da  f(a)  sin  ah  =  0 


sei.     Wir  können  bei  dieser  Untersuchung   C  =  A  annehmen, 
und,  der  leichteren  Yergleichung  mit  unseren  obigen  Resultaten 
wegen,  die  Aufgabe  so  stellen : 
I.  Wenn  in 


./ 


da  f(a)  sin  h(a  +  c) 


(i 


c  irgend  eine  Konstante  bedeutet,  und  f(a)  für  a  =  0 
unendlich    wird,     so    sind    die    Bedingungen    für 
anzugeben,    unter    denen    vorstehendes    Integral    für 
h  =  oo  verschwindet. 

Es  leuchtet  ein,  daß  der  besondere  Fall  e  =  0  auch  einer 
besonderen  Betrachtung  bedarf,  weil  durch  das  Verschwinden 
des  Sinus  für  a  =  0  die  KonvergenzverhSltnisse  des  Integrals 
geändert  werden.  So  kann  man  den  Fall  c  =  0  obigen  Inte- 
grals als  zur  Theorie  des  ersten  Hauptsatzes  gehörig  ansehen, 
und  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  soll  er  zunächst  auch  be- 
handelt   werden.      Die    andere    Auffassung    dieses    besonderen 
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Falles  ist  aber  die,  daß  hier  der  zweite  Hauptsatz  in  Kraft 
tritt.     Der  /weite  Hauptsatz  [Borch.  Journ.  Bd.  79,  S.  46): 

(i  a 

lim  fdaf[a)  <D[a,h)  =  f(0)  lim  fda  Ö>(«,  h) 

o  o 

[42]  setzt  in  erster  Linie  voraus,  daß  der  Limes  rechter  Hand 
von  a  unabhängig,  endlich  und  bestimmt,  aber  nicht  Null  sei, 
da  man  sonst  den  ersten  Hauptsatz  hätte.  Bezüglich  der 
Funktion  f(a)  siud  seine  Voraussetzungen  nicht  so  allgemein, 
wie  die  des  ersten  Hauptsatzes,  und  werden  weiter  unten 
genauer  erörtert  werden.  Uie  Q(a,h)  betreffenden  Voraus- 
setzungen   erfüllt    (D(a}h)  =  -      — ,     und    führt    man    diese 

Funktion  in  den  vorstehenden  zweiten  Hauptsatz  ein,  so  ist 
allerdings  klar,  daß  der  Limes  des  rechts  auftretenden  In- 
tegrales 


/ 


.,   ,  sin  ah 
dcif(a)  — 


o 
zugleich  auch  das  obige  den  Limes  von 


/  dctf(ec)  sin  h(a  +  c) 


betreffende   Problem    des    ersten   Hauptsatzes    löst,    wenn  man 

hierin  c  =  0  voraussetzt  und  statt  f(a)  schreibt. 

a 

Hinsichtlich  des  zweiten  Hauptsatzes  stellen  wir  die  Frage  so: 

II.    Unter    welchen  Bedingungen    für    die  Funktion 

f(a)  gilt  die  Relation: 

a 

,  sin  ah         tc 
hm 


/\     ..   ,  sin  ah         7t  „,„. 
ljdaf(a)——  =  Yf(0), 


Wir  werden  auf  Grund  der  in  den  Art.  17  und  18  zu- 
sammengestellten Ergebnissen  in  den  folgenden  zwei  Kapiteln 
die  Fragen  I  und  II  vollständig  erledigen  unter  der  Voraus- 
setzung 

/"(«)  =  r/>(«)  cos  ip[a) 
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wo  weder  (p[<x)^  noch  ip(a)  in  der  Nähe  von  a  =  0  unendlich 
viele  Maxima  haben,  namentlich  aber  werden  wir  es  uns  an- 
gelegen sein  lassen,  die  allgemeinen  Regeln  für  die  Gültigkeit 
der  beiden  Hauptsätze,  die  zum  Teil  von  uns  selb-:  veröffent- 
licht wurden,  mit  jenen  Ergebnissen  zu  vergleichen. 


43  II.  Kapitel. 

Prüfung  der  Regeln  für  die  Gültigkeit  des  ersten  Haupt- 
satzes,  falls  die  willkürliche  Funktion  unendlich  wird. 

20.  Die  Regeln  für  die  Gültigkeit  des  ersten  Hauptsatzes. 

Wir  wollen  zuerst  die  verschiedenen  Regeln  über  den 
Gültigkeitsbereich  des  ersten  Hauptsatzes  auf  ihre  Überein- 
stimmung mit  den  Tabellen  Art.  17  und  18  angegebenen  Grenz- 
werten prüfen. 

Es  handelt  sich  also  um  folgendes:  Angenommen  die  Funk- 
tion f  a)  in : 


J  =    I  d  a  /"(«)  sin  h  («  -4-  c) 


sei  im  Intervall  0  <^  a  5S  a  integrierbar.    lima=0/(a     sei  aber 

nicht  endlich  oder  doch,  wie  für  f[a]  =        sin        .    unendlicher 

Werte  fähig,  so  existieren  ein  paar  Regeln,  um  festzustellen, 
ob  dennoch  lim/,_^/=  0  ist,  wie  dies  ausnahmslos  statttindet, 
wenn  f(a)  im  Intervall  O^a^a  die  Bedingung  der  Inte- 
grierbarkeit  erfüllt,  welche  aber  unendliche  Werte  der  Funktion 
aasschließt*). 

I.  Es  besteht  eine  ältere    unrichtige   Angabe,  nach  welcher 
der  lim/,  =  XJ  stets  Null  ist,  falls  nur  das  Integral 


./■ 


daf[a) 

o 
konvergiert**). 


*   Borckardto  Journ.  Bd.  79.  S.  21  und  41. 
**    Grelles  Journ.  Bd.  1«.  S.  54. 
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44  II.  Der  Verfasser  hat  für  die  Gültigkeit  des  ersten 
Hauptsatzes  bei  allen  darstellenden  Integralen  die  ausreichende 
Kegel  gegeben,   daß  das  Integral: 


/ 


d  af[a) 

0 

absolut  konvergieren  müsse*). 

III.  In  dem  Falle  /'(«)  =  ff(a)cos  >'■  a),  und  c  von  Null  ver- 
schieden vorausgesetzt,  hat  die  notwendige  und  ausreichende  Be- 
dingung für  das  Verschwinden  von  lim  J  folgende  doppelte  Form: 

Für    j/'(a)</^     muß    o"(a) -<<//(«)    sein,    für    ip(a)>~l  — 
a  a 

muß    a(a)  ^<  ]  (.'''  c.     sein. 

IV.  Ist    dagegen  c  =  Q,    so   gilt  für  ip[a)~itl —   die  Be- 

1  1  ö 

diugung  o"(a)-<--  und    für   {/;(«)>-/ —   dieselbe  wie  oben: 

a(a)  -<  Vip"(a) . 

21.  Allgemeine  Regeln  über  die  Konvergenz  eines 

a 

Integrals  der  Form  /  daa(a)  cos  i(j(cc)  . 
o 

Um  nun  die  beiden  apriorischen  Regeln  I  und  II  mit  den 
a  posteriori  gefundenen  Gesetzen  III  und  IV  vergleichen  zu 
können,  wollen  wir  für  /"(«)  =  a («)  cos  ip{a)  (wo  a  und  \p 
für  «  =  0  ohne  Maxima  unendlich  werden)  feststellen,  unter 
welchen  Annahmen  über  a  und   ip  das  Integral 

a 

I  duo(cc)  cos  ip{a) 

U 

überhaupt  konvergiert,  und  wann  es  absolut  konvergiert.  Wegen: 

45  Cj       /   x  .  ,   ^  C i        ,  v  da 

I  dcca(cc)  cos  ip[c()  =  —  /  dipG[«)  —  cos  ip, 

ü  ./  (a  i  ^ 

ist  das  Integral  konvergent  oder  divergent,  jenachdem 


*)  Borckardts  Journ.  Bd.  79.  S.  43. 
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o(u)  -     -<  1   oder  ^  1, 
v  '  dip 

d.  i.  jenachdem 

a[a)  -<  ip'(ct) ,   oder  a(a)  ~  «/''(«) . 

Ferner  ist  das  Integral  /  dipa(a)         mod  cos  xi>  konvergent 
oder  divergent,  jenachdem  das  Integral 

*  a 

xl(a\  ^  0 

konvergent  oder  divergent  ist.     Setzen  wir   o(u)  =  — '--.    wo 
<jp(or)  ohne  Maxima  Null  wird,  so  ist  das  Integral 

a 

da 


/ 


<p(a) 


o 

konvergent  für  Funktionen  </  [a] ,  deren  Null  unter  einer  ge- 
wissen Grenze  bleibt.  Man  kann  diese  Grenze  nicht  durch 
eine  Funktion  darstellen.  Wenn  man  indessen  die  Grenze 
zwischen  Konvergenz  und  Divergenz  auch  nicht  wirklich  dar- 
stellen kaun,  so  hindert  dies  nicht,  in  den  Kalkül  eine  ideale 
Funktion  v[a)  einzuführen,  von  solcher  Beschaffenheit,  daß  das 


/ 


C( 

(I 

konvergiert,  daß  aber  jedes  Integral 

J  a 

o 

divergiert,  in  welchem  y(a)>-r(a)  gedacht  wir 
Bekanntlich  ist  von  den  Integralen : 

a  a 

da 


/da  1  rda 

a        .1.1         ~~ l"1  J  ,1.1 


'da 

1 

a 

c.    -  a 

■■/,! 

a 

q       (.  \a  j 
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//       =  /.,--,  usw.  gesetzt,  und  n  beliebig  klein  gedacht,  das 
((  a 

erste  unendlich,  das  zweite  endlich.  Dies  erlaubt,  die  Funk- 
tion /"(«)  in  uach  unseren  heutigen  Begriffen  ziemlich  enge 
Grenzen  einzuschließen : 

1  M 1_ 

1        1  1       "rlö'>      1        1         /      l\t+«? 

a    "  a  cc  cc       a         \     cc  ] 

r=  1,   2,   ...,  r,  =1,  2,  ... 
Jedenfalls  also  hat  man : 

l-1  .  .         /.  1\-1-" 


l 
a 


*H4)' 


und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Theorie  der  Infinitär- 

typen*},    daß  al—  der  Typus  von  r(a)  ist.    "Weiter  schreiben 

wir  noch : 

r  (cc)  =  ll —  U •  •  /,•  —  1     rr(a)  , 

\     cc        cc  cc  I         ' 

wo 

ll,+\ — I       >- r,(a)  >- l/r+i — J  ,   a  beliebig  klein. 

Im  ganzen  haben  wir  die  Konvergenzregel:  Das  Integral: 

a 

I  daa(cc)  cos  ip[a) 

0 

konvergiert,  falls 

a{a)-<ip'(cc); 

[47]  es  konvergiert  absolut,  falls 

a 

I  dcca[a) 
o 

konvergiert,    d.  i.    falls    ccoia)  <  t(ö),    x{a)    im    obigen 
Sinne  verstanden. 


*)  Borchardta  Journ.  Bd.  74.  S.  294. 

Ostwalds  Klassiker.     1S6. 
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22.   Vergleichung  der  allgemeinen  Regeln  I  und  II  mit 
den  besonderen  Regeln  III  und  IV  (Art.  20). 

Nach  Regel  I  des  Art.  20  würde  dem  vorigen  Artikel  zu- 
folge für  f[u)  =  ff  (a)  cos  tp(a)  der  Limes  von 


J  =  I  daf(a)  sin  h  [a  +  c 


gleich  Null  sein,  falls  o[u)  -<  ip'[a).  Dies  ist  im  Intervall 
1 -<  {// (a)  <  Z —  genau  richtig,  und  dies  ist  auch,  c^O  an- 
genommen, in  diesem  Intervall  die  notwendige  Bedingung. 
Für  c  =  0   ist  die  notwendige  Bedingung  weiter   und   lautet : 

ff(«)-=< —  .      Im  Intervall    {/•<«,>-/        ist   dagegen  llesr -1  1 

falsch.  Denn,  wie  im  Art.  16  des  genaueren  gezeigt,  hat  mau 
in  diesem  Intervall  I  i//"(«) -<  i//'(«),  und  die  Grenze  der  Kon- 
vergenz des  lim./  ist  o(a)  -<  Vip"(a).  Falsch  ist  also  Regel  I 
unter  folgenden  genaueren  Bedingungen: 


</>(«)>-'--,     Vip"{a)^o{a)^C*l>'(a). 
Setzen  wir  z.B.  ip(ct)  =  «_",   so  wird  dies  zweite  Intervall: 
ct-'i-1  ^  o{a)  ~<  a->—1  . 

a 

Gehört  o(ce)  diesem  Intervall  an,  so  ist  /  daa(a  cos 
konvergent,   [48^  es  ist  aber 

(2 

lim/,  -  r  I  da  o[a)  cos  ip [a]  sin  a h 
o 

zwischen    unendlichen  Grenzen    unbestimmt.      Somit  wird  aucl 
z.  B.  das  Glied  der  Sinusrcihc : 


Bin  ii. r  I  sin  na 


unendlich.      8.  Eiemann,  Übet  die  Darstellbarkeil  d   e.  trigon 

R.,  S.  45  . 


Untersuchungt 

n  über  die 

Konvergenz 

und  Divergenz  usw. 

67 

„  Weiter  ist  nach  des  Verfassers  Angabe  (II)  lim./  =  0  falls 

/  daa(a)  cos  ipia)  unbedingt  konvergiert,  d.i.   falls 

ff(«)^r(a), 

eine  Kegel,    die   ausreicht,    aber   von  der  notwendigen  um  so 

mehr  abweicht,  je  größer  das  Unendlich  von   «/'(«)  ist. 

xp(a)  = 

/     J         1/     X 

,111               ~ 
l-               -j  ••••  c« 

a(a)  = 

1 

1 

1 

1 

l 
1            ea 

Grenze  der  bed. 

1        i 

1 

Konvergenz  excl. 

al  —  L  — 
a       a 

al— 

a 

a[a)  = 
Grenze  der  absol. 
Konvergenz 

a 

a 

r(a) 
a 

r(a) 
« 

r(a)        r(a) 
a             a 

a(a)  = 

i1  i    1 

,  1 

1 

1 

l 
1            ea 

I.  Regel 

al  —  h  — 

a    "  a 

al— 
a 

a 

^2 

a3           a2 

o[ct)  == 

x(a) 

x{a) 

r(a) 

r(«) 

r(a)         r(a) 

IL  Regel 

a 

a         a 

a 

«                   Cf 

o(a)  = 
III.  Regel,  c  ^  0 

1 

1 

a 

1 

a 

1 

— 3 

a2 

i 
1            e2" 
a2             a2 

al —  U  — 
a       a 

a[a)  = 

1               1 

1 

1 

l 
1            e2" 

IV.  Regel,  c  =  0 

a              a 

a 

3 

a  2 

a2            a2 

Um  einen  Überblick  zu  gewinnen  über  den  Grad   der  An- 

näherung dieser  Bedingungen  an  die  wirklich  notwendigen  der 

Tabellen,  schreiben  wir  eine  Folge  von  Funktionen  t/'(«)  hin, 

darunter  die  Funktionen  </'«),    welche    die  Konvergenzgreuze 

des  Integrals 

1  da  a(a)  cos  ip{ct) 

0 

5* 
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bilden,    und   zwar   für   absolute  und  für  bedingte  Konvergenz. 
Endlich  darunter  die  Konvergenzgrenzen  des  Limes  von 


/  dao(a)  cos  ip(a)  sin  h(a  -\-  c) 


nach  den  Regeln  und  nach  den  Tabellen  (s.  S.  71    49 

Noch  anschaulicher  werden   diese  Verhältnisse,  wenn  man 
die  Unendlich  von  \p  und  o  durch  Koordinaten  darstellt,  wobei 


Tfc) 


1    wVV„) 


Tal'.  1. 
I.    I.  Regel  uud  Kurve  für  die  bedingte  Konvergenz  des  Integrals 


I 


da a (a)  cos  «/'(")•  —  II.    II.  Regel  und  Grenze  für  die  absolute 


Konvergenz   dieses    Integrals.    —    III.     III.  Regel,    Fall     /    "    — 
IV.     IV.  Regel.  Fall  c  =  0. 
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es  uns  nicht  beirren  darf,  dass  die  Größe  des  Unendlich  durch 
keine  Einheit  gemessen  vrird*).  Für  unsere  Zwecke  reicht 
es  hin,  daß  wir  eino  beliebige  Zahl  von  Unendlich  in  einer 
Reihenfolge  nach  ihrer  analytisch  wohl  vergleichbaren  Größe 
anordnen  können. 

So  entspreche  jedem  Punkte    der  Koordinatenebene  in  der 
graphischen  Darstellung  Tafel  I**)  ein  Funktionensystem 

(or(a),   ifj[a)) 

und  wenn  der  Punkt  unter  der  die  Ergebnisse  der  Tabelle 
Art.  17)  darstellenden  Linie  und  oberhalb  der  t/>-Achse  ge- 
legen ist,  so  entspricht  [50]  dem  ihm  zugehörigen  Funktionen- 
system eine  dem  ersten  Hauptsatz  für  c  =  0  genügende  Funk- 
tion f{ct)  =  o{a)  cos  {/'(«).  Analog,  wenn  er  unter  der  die 
Ergebnisse  der  Tabelle  Art.  18  und  oberhalb  der  ip- Achse 
liegt,  wird  durch  das  ihm  zugehörige  System  o~,  xp  der  Satz 
für  c  ;==  =  0  erfüllt.  Liegt  der  Punkt  oberhalb  einer  dieser 
Linien,  so  findet  der  Satz  für  c  =  0,   bzw.  c  ==:  0   nicht  statt. 

23.  Kurze  Übersicht  über  die  Ergebnisse  dieses  Kapitels, 

nebst    einigen    Bemerkungen,    welche    ihre    graphische 

Darstellung  veranlaßt. 

Es  zeigt  sich  also,   daß  im  Intervall  (/'(«)>-/ —  der 

a 

a  a 

lim/1  =  a,  /  dce[o(a)  cos  ip(ct)]  sin  ah  =  lim/e  =  30  I daf(a)  sin  ah 

o  o 

divergieren  kann,  wenn  auch: 


I  da  [o(a)  cos  ip(cc)]  =  I  daf(a) 


ein  konvergentes  Integral  ist.  Die  Bedingung  für  die 
gleichzeitige  Divergenz  jenes  Limes  und  Konvergenz  dieses 
Integrals  lautete : 


*)  Ann.  v.  Gl.  und  N.  Bd.  VIII,  S.  363,  Einleitung. 
**)  Bedauerlicherweise  ist  durch  nachträgliche,  nicht  hinreichend 
überwachte  Korrektur  ein  entstellender  Fehler  in  diese  Figur  ge- 
kommen.   Selbstverständlich  muß  die  Kurve  I,  III  zwischen  den 
Geraden  II  und  IV  verlaufen. 
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Dagegen  kann,  Dank  dem  Sinus,  im  Intervall  1  -<  ip(a)  -<  / 
der  Limes  von 

a 

I  d u[o(a)  cos  ip(ct)]  sin  ah 
o 
konvergieren  und  verschwinden,  wenngleich  das  Integral 

a 

I  du[a(a)  cos  ip{cc)] 
o 
[51]  divergent  ist.     Die  Bedingung  dafür  ist 

n>' {«)-<  °  {«)<  —  • 

Betrachten  wir  dagegen  das  Integral: 

a 

I  da[o{a)  cos  ipia)]  cos  ha 

o 

oder 

a 

I  da  [o(a)  cos  ip{a)]  sin  h(a  +  c)  . 

o 
Dies  Integral  und   sein  Limes  sind    gleichzeitig  konvergent    in 
welchem  Falle   der  Limes  Null  ist)    und    divergent,   aber    nur 

im  Intervall  1  -<  xbia.)  ~l —  • 

1  " 

Falls    ip  («)>-/ — ,      ist     das     Integral     konvergent     tiir 


a(a)-<  i//(a),   und   der  Limes  für   o(a)  -<  Vip"[a)    [Art  18), 
wie  das  obige: 


/  da  [a[<x)  cos  i/'(a)]  sm  ^  ° 


Eben  dies  Obige  ist  konvergent  für  i>[a)  -<  -  ,  und 
sein  Limes  für  a(a)-<-  im  Intervall  iS«',"/  und  für 
ff(a)-<  Vip"[ä)  im  Intervall   i//(a)     -/ Also,    und    dies 
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scheint  mir  beachtenswert,  ist  der  Limes  des  Integrals  mit 
dem  sin  <th  in  einem  viel  kleineren  Bereiche  des  Unendlich 
von  o(tc)  konvergent,  wie  das  Integral  selbst,  während  bei 
dem  Integral  mit  dem  cos  cd/  die  Übereinstimmung  des  Kon- 
vrigeuzbereiches  beider,  des  Integrals  und  des  Limes,  teils 
vollständig,  teils  doch  größer  als  im  Falle  des  sin  uh  ist. 


Die  Figur  zeigt  deutlich,    daß   die  beste  allgemeine  Regel 
für    den    Gültigkeitsbereich    des    ersten    Hauptsatzes,    nämlich 

Kegel  II,  von  i//(«)~J —  an  für  zunehmende  Unendlich  von 

i/'(«)  eine  äußerst  mangelhafte  Übereinstimmung  [521  mit  der 
notwendigen  Bedingung  III,  IV  zeigt.  Wenn  uns  dies  deshalb 
nicht  überraschen  kann,  weil  die  Hegel  III  eben  nicht  für  das 
Integral : 


./■ 


da /"(«)  sin  h(a  -\-  c) 
o 

allein  aufgestellt  ist,  sondern  für  sämtliche  darstellende  Inte- 
grale gilt,  so  entsteht  doch  die  Frage,  ob  für  vorstehendes 
besondere,  aber  auch  besonders  interessante  Integral  nicht 
Regeln  ermittelt  werden  können,  die  besser  an  die  notwendige 
sich  anschließen,  oder  ob  nicht  gar  die  notwendige  Bedingung 

a 

für   alle   Funktionen   /"(«),   für  welche   der  lim  /  d ccf(a)  sin  ah 

u 
verschwindet,  gefunden  werden  könne.  Besser  als  II  an  die 
notwendige  Bedingung  III  sich  anschließende  allgemeine  Regeln 
wird  es  schon  geben.  Aber  ich  möchte  dem  Analysten,  der 
Öl  und  Mühe  an  die  Auffindung  der  notwendigen  für  alle 
Funktionen  /"(«)  gültigen  Regel  wenden  will,  zu  bedenken  geben, 
daß  schon  im  Falle  der  einfachen  Funktion  f[a)  =  a(cc)  cos  ip[<x) 
eine   solche    Regel    zwei    formell    verschiedene    Gesetze 

liefern    müßte,    ienachdem   nämlich    t/'(«)"SZ  — -    oder  ;>- 1  — 

a  a 

ist.     Nun  betrachte  man  z.  B.  eine  Funktion  wie  diese: 

o{a)  cos  [u  -f-  v  cos  (wj  -f- i\  cos  {•••})] , 

wo  die  Größen  er,  u,  u,  .  .  .  sämtlich  >=-  1  gedacht  sind,  wie 
viel   formell   verschiedene  Gesetze    für    die   a,  u,  v,  ...  mag 
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es    hier   wohl   geben,    und  wie  will   man   sich   die  Bedingung 
zusammengesetzt  denken,  die  alle  diese  Fälle  umfaßt? 

Es  erseheint  mir  wahrscheinlich,  daß  ein  dereinstiges 
tieferes  Verständnis  dieses  und  ähnlicher  Probleme  von  allge- 
meineren Gesichtspunkten  aus  —  wer  vermöchte  jetzt  Bchon 
zu  ahnen  welchen!  —  erfolgen  wird.  "Weil  eben  die  formell 
verschiedenen  Gesetze  darauf  hinweisen,  daß  wir  es  mit  Greuz- 
fällen  einer  höheren  Kontinuität  zu  tun  haben. 


53]  III.  Kapitel. 

Prüfung  der  Regeln  für  die  Gültigkeit  des  zweiten 

Hauptsatzes,  welcher  dem  Konvergenzbeweis  für  die 

Fourierschen  Reihen  zugrunde  liegt. 

24.   Angabe  der  Regeln   für  die   Gültigkeit  des  zweiten 
Hauptsatzes. 

Wir    wenden    uns   zur  Prüfung    der  für  die  Gültigkeit  des 
zweiten  Hauptsatzes 

a 

sin  ah         n 


lim; 


/'       „.    .  sin  cch  7t   .... 


aufgestellten  Bedingungen,  welches  auch  die  Bedingungen  für 
die  Darstellbarkeit  von  /"(O)  durch  eine  JFou/riersohe  Reihe  oder 
ein  Fouriersdhes  Integral  sind,  falls  f(a)  diese  Bedingung  nicht 
allein  für  «  ==S  0,  sondern  auch  für  a^O,  also  innerhalb 
eines  (beliebig  kleinen)  den  Punkt  a  =  0  enthaltenden  Inter- 
valls, erfüllt.  Es  sind  hier  folgende  Bedingungen  zu  ver- 
zeichnen : 

I.  Es  genügt  f[a)  der  Dirichlclschen  Bedingung,  iL  h.  es 
hat  im  Intervall  0  5^  a  5^  a  nur  eine  endliche  Anzahl  Maxima*). 

II.  Die  Lvpsckitzscfoe  Bedingung:  f(a)  —  f{0)  wird  nicht 
langsamer  als  eine  Potenz  von  a  Nnll**).  Noch  etwas  weiter 
geht  die  aus  der  Pegel  IV  unmittelbar  fließende  Bestimmung 
[Borehardta  Journ.  Bd.  79,  S.  61,  Art  11  und  diese  Abhand- 
lung Art.  26),  daß 

/•(«)-  f(Q) 

r(«) 


*)   Crcllca  Journ.  Bd.  4,  S.  Iö7. 
**j  Borehardta  Journ.  Bd.  63,  S.  28tf. 
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nicht  unendlich  werten  darf,  /  (u)  im  Sinne  des  Art.  21  ver- 
standen. In  dieser  Form  will  ich  sie  die  Bedingung  II  nennen. 
III.  Vorausgesetzt,  daß  f[a)  differenzierbar  ist,  gilt  der 
zweite  Hauptsatz  für  alle  darstellenden  Integrale,  wenn  dieses 
Integral : 


[541 


ff(a)da 


o 
absolut  konvergent  ist*). 

IV.  Falls  das  Integral 

a  a 

0  0 

absolut  konvergent  ist,  wobei  f(ti)  nicht  differenzierbar  zu  sein 
braucht,    gilt  der   zweite  Hauptsatz    für  alle  darstellenden  In- 

a 

tegrale  /  dacp(ct,  h),   bei  denen  (p(a,h)   die  Bedingungen    er- 

o 
füllt,  daß  a<jp(a,  h)  mit  a  verschwindet  und  mit  h  nicht  unend- 
lich wird,  wie  bei  wUt.h)  =  -       -  **). 

a 

V.  Setzt  man  f(a)  =  q(c()  cos  ip[ct),  so  sind  nach  der 
Tabelle  Art.  17  die  notwendigen  und  ausreichenden  Bedin- 
gungen dafür,  daß 

a 

/*.    P    .  .             .   X1sm  ah        _ 
lim/i  =  c,   /  dc([o(c(j  cos  ip{<x)\ =  0 

o 
sei,  formell  verschieden,  jenachdem  ip[a)^l —  oder  ip(a)'>~l —  • 

Im   ersteren    Falle    wird  verlangt,   daß    g[a)   verschwinde   für 
et  =  0.       Im     zweiten     muß     q(cc)  -< et V  ip"(a)    sein.       Für 

xp{a)  =  l —  gehen    die   beiden   Forderungen   ineinander  über, 

da  dann  aus  der  zweiten  q  (et)  -<  1  folgt. 

Es  wird  sich  jetzt  wieder  darum  handeln,  die  vier  ersteren 
apriorischen  Gesetze  mit  den  aposteriori  gefundenen  unter  V. 
verzeichneten  Regeln  zu  vergleichen. 


*)  Borehardts  Journ.  Bd.  79,  S.  55. 
**)  Borchardts  Journ.  Bd.  79,  S.  55. 
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Um    diese  Vergleichung   anstellen   zu   können,    müssen  wir 
zuvor  untersuchen,  was,  f(a)  =  g(a)  cos  il>{a.)  gesetzt,  aus  den 
Gesetzen  III  und  IV  für  die  Funktionen  o  und   ip  für  engere 
Bedingungen  sich  ergeben. 
[55] 
25.  Unter  welchen  Umständen  ist  für  f[a)  =  o(cc)  cos  ip(u) 

a 

das  Integral  /  daf'(a)  absolut  konvergent? 
o 

Wir  beginnen  damit,  das  Integral 

a 

fdaf[a) 

o 
auf  eine  absolute  Konvergenz  zu  untersuchen. 

Es  soll  also  absolut  konvergent  sein  das  Integral : 

a 

I  d  a  {  q'(cc)  cos  \p  (a)  —  q  (er) «//(«)  sin  ip  («) } 
o 
oder,  wenn  man  setzt: 

q'(c()  =  h(cc)  cos  y 
Q(a)ip'(a)  =  h(a)  sin  y 


das  Integral: 


wo 


/  dah(a)  cos  (</>(«)  +  y) 


h(a)  =  [o'(«r-  +  e(«)2v'(«)2]*,    r  =  ■«***(«  ■ ; 

Für  a  =  0  nähert  sich  y  ohne  Blaxima  einer  /.wischen   —  - 
und  -f-  —  eingeschlossenen  Grenze. 

o 

Mithin  ist  ip(a)  -\-  y">~  1,  daher  ist  nach  den  Ausführungen 
des  Art.  21 


/  dah(a)  mod  cos  («/•  -f-  y 


o 
nur  dann  konvergent,   wenn  das  Integral 
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fdcih[a)  =pa{e'(a)2-f-e(a)2,//(a)2}i 

0  li 

konvergent  ist.      Dies    konvergiert  aber  seinerseits  nur,    wenn 
die  beiden  Integrale 

a  a 

I  d(c()'(a),      I  daQ(a)ip'(cc) 
o  o 

konvergieren.      Denn   wäre   z.  B.  das   erste   nicht   konvergent, 
so  könnte  geschrieben  werden 

a  a 

o  s  o 

wo    der  Faktor  vor    dem    Integral    rechts   nicht   verschwinden 

a 

kann.    Wenn  £>(«)-<  1,  ist  das  Integral  I dccg'(a)  konvergent. 

o 
Die  Konvergenz  des  anderen  Integrals 

a 

I  dct()(a)ip'(a) 
o 

führt  auf  die  Bedingung: 

r[a)  im  Sinne  des  Art.  21  genommen. 
Es  ist  also  das  Integral 

a 

/d 
tf«^fe(«)c°sV(a)) 

0 

absolut    konvergent,     wenn    (>(a)-=<l.    und    die    Be- 

a q  (a)  ip' (a)  ~  r{a) 


dingung 


erfüllt  ist. 
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[57] 
26.  Untersuchung  der  Bedingungen  für  o  und  \p  in 

a  a 

f{u)  =  q[o)  cos  *//(«),  welche  das  Integral  j  da  I  >!  , 

o  o 

absolut   konvergent   machen.     Es    wird    die  Bedingung 
o[u)  <r(a)  aufgestellt,  und,  um  sie  auf  ihre  Notwendig- 
keit zu  prüfen,    wird   zuerst   eine   Substitution   für  f[u) 
eingeführt,  welche  für   ip[a)^>~  na)-1  gilt. 

Führen  wir  jetzt  die  analoge  Untersuchung   bezüglich  des 
Integrals 


«.-/'«^t/ww 


durch,  indem  wir,  f(x)  =  (»(zjcos  ip(x)  gedacht,  zu  ermitteln 
suchen,  unter  welchen  Bedingungen  für  q  und  ip  das  Integral 
K  absolut  konvergiert. 

Es  sei  <p[ct)  eine  für  a  =  0  endlich  bleibende  Funktion 
und  o(cc)  SZt(cc)  [t[c<)  im  Sinne  des  Art.  21  genommen],  so 
hat  man  für  f(u)  =  Q(a)rp(a): 

0  u  u  s  v    ' 

0  =  "  =  a  >      (?(")  =  (?  (°0  • 

Die  Klammer  unter  dem  Integral  rechts  bleibt  also  endlich, 
und  für  g[a)  -<r(a)  wird  daher  A  absolut  konvergent  sein. 
Unsere  Untersuchung  legt  sich  jetzt  die  Frage  vor,  ob  und 
wie  weit  die  eben  bei  Funktionen  der  Form  o[a  -  q  i.  .  wo 
fp(cc)  nur  endlich  zu  sein  braucht,  gefundene  ausreichende 
Bedingung  für  die  absolute  Konvergenz  von  A  ^daß  p(a  2  i  a 
sei),  bei  Funktionen  der  speziellen  Form  g(a)  cos  </•(«)  not- 
wendig ist. 

Um  das  Integral  A  behandeln  zu  können,  ist  es  nötig, 
des  darin  vorkommenden  inneren  Integrals  (nach  ß  dadurch 
ledig  zu  werden,  daß  mau  für  f(a)  eine  Funktion  einfühlt, 
die  schon  von  vornherein  ein  Differentialquotient  ist.  Wir 
setzen  also  statt  f[a): 
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j 

F(a)  =  -     /Ja)  sin  i//(a) 
v  da 

=  l[a)  lp'(a)  cos  t/'(a)  -f-  /„'(«)  sin  t/>(«) 

ein,  worin  wir  ).[a)xp'[a)  mit  (?(«)  identifizieren  und  /.'(«)  — 
wenn  diese  [58]  Voraussetzungen  sich  gegenseitig  vertragen, 
da  nämlich  qUi)  =  ).{a)ip'[a)  doch  -=<  1  angenommen  werden 
muß  —  so  bestimmen,  daß  der  /'(«)  sin  i/'(or)  enthaltende 
Teil  von: 

a  a 

0  ü 

für  sich  absolut  konvergiert,  d.  i.  wir  setzen : 

).'  <c)^T{a). 
Hieraus  ergibt  sich 

X(a)  -<  ar(a) , 
wie  folgt:  Aus  /.'(«)-<  rf«)  folgt  zunächst: 


l(a)^fdßr(ß). 


A 

Setzt  man  nun 

dßz{ß)  r^i  ar{a) 


f° 


u 
oder  durch  Differentiaton: 


«w~.(«).{i+«^g} 


so  muß  die  Richtigkeit   dieser  Relation  nachgewiesen  werden. 
Dies  ist  aber  sehr  leicht,  denn  aus : 

1  1  /  1  \1  +  " 

r(a)  >= — 7-r       oder      -r-r«</|  —  I 

folgt: 


r  [a]  a 


und  durch  Differentiation: 
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*'(«)  ~      1  a  fla)  „    1 

— r—  -c —    oder    a—  —  ^— - 

r(«)       ßzjL  r(«)       z_l_' 

«  a 

[59]  und  jene  Relation  ist  ja  schon  bewiesen,  wenn  nur  über- 
haupt  gezeigt   ist,    daß:    « — ,   ,   -<  1. 

v(a) 

Wir  haben  also  die  beiden  Voraussetzungen: 

X[a)  ^ar(a),  o(«)  =  ?Ja)ip'(a)  ~<1. 

Es  soll  untersucht  werden,  ob  die  Bedingung  o(a)-Sr(a), 
unter  welcher  K  absolut  konvergent  ist,  notwendig  sei.  Also 
müssen  die  vorstehenden  beiden  Bedingungen  für  /. ,  o,  \p  so 
beschaffen  sein,  daß  wenigstens  für  einige  Stärken  des  Unend- 
lichwerdens von  ip  die  Größe  der  Null,  die  dem  o  gestattet 
ist,  ein  Intervall  umfaßt,  welches  die  Größe  der  Null  von  t 
enthält,  damit  man  eben  feststellen  könne,  ob  r  die  notwendige 
Grenze  für  die  Funktionen  (>  bildet,  die  Ä"  absolut  konvergent 
machen.  Wie  wir  gleich  zeigen  wollen,  gestatten  die  beiden 
Bedingungen  l(a)  J^ar((c),  q (a)  =  '/. (cc)  */>'(«)  -<  1  dem  o(a) 
ein  hinlängliches  Intervall  unter  der  sehr  allgemeinen  Voraus- 
setzung  {//(«)>=-  t[a)~ '. 


27.    Nachweis,    daß    die    Substitution    des    vorigen   Art. 

für  /"(«)  die  Prüfung  der  Notwendigkeit  der  Bedingung 

()(a)  _2  v\a)  gestattet. 

Wir  setzen  also: 

und 

1  (cc)  =  rti  («)  •  a  t (cc) ,  TT,  («)  ^  1 . 

Man  hat: 

g[a)  =  /(«)<//(«)  =  «.i;iy  (-'-  -   -   ). 

und   wenn    mit    tr    und    t.T    die    Infinitärtypen    von    /    und  :r 
bezeichnet  werden,   so  wird: 


«<»>-««"*(£-£)■ 
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Heide  Glieder  in  der  Klammer  haben  das  nämliche  Zeichen, 
falls  n  [(()>- 1.  In  diesem  Falle  wird  also  q(u)  jedenfalls 
einer  so  großen  Null  wie 

<X7t 

60     fähig   sein.     Da   aber   tc^    beliebig   langsam   Null   werden 
darf,  so  handelt  es  sich  darum,  ob  stets 

li 

sein    kann.     Nun    hat  man  tT  ^j  cd —    (Art.  21),    wodurch    die 

u 

vorstehende  Relation  wird: 

I— 

a 

Da  aber  jedenfalls  — \- -  >-  r(a)  ist,  so  kann  die  Null  von 

l— 

a 

.ix   auch  stets  so  klein  gewählt  werden,    daß  vorstehende  Un- 
gleichheit erfüllt  ist. 

Also  gestatten  die  Bedingungen  Ä(ß)>aT(ß), 

£(«)  =  A(a) yj'{a) -<1  für  tp(a)>-~-- 

T[a) 

dem  q(cc)  ein  v(a)  einschließendes  Intervall. 

28.  Nachweis  der  Notwendigkeit  der  Bedingung 

(>(a)<T(a)  für  t/>  (a)  >=- r  (a) . 

Es  läßt  sieh  jetzt  leicht  zeigen,  daß  in  dem  Gebiete 

x[a)         T  K 

j(a)<r(a)   die  notwendige  Bedingung  für  die  absolute  Kon- 
vergenz von 

a  a 

U  0 

ist,  oder,  wie  sich  daraus  unmittelbar  ergibt,  daß 
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K  ^f^Ja  kfdßQW  C°S  }p!'i] 
o  o 

nur  für  p(a)  -<  r[u)  absolut  konvergiert,  falls  i/>(a)> 

ist.  r(ft) 

[61]  Denn  es  ist: 

J        da \  a  ) 

o 

Dies   Integral   ist   aber   nach  Art.  25    nur   dann    absolut   kon- 
vergent, wenn : 

L±m,  fdawm 

J        dc(\  a    I     J  a 

U  0 

konvergent  sind,  d.  i.  wenn: 

/  («)  -Sa,     X  (a)  ifi'(cc)  ~  t  (a) . 

Die  zweite  Bedingung    ist   die    zu    beweisende,    und  die  erste 
ist  wegen  A(a)-Sar(«)  von  selbst  erfüllt. 


29.   Die   notwendige   Bedingung   für   die   absolute  Kon- 
vergenz von  K   wird  für  das  Intervall  1  -<  xp[a)  -<  l— 

a 

mit  Hilfe  einer  anderen  Substitution  für  f[ß]  aufgestellt. 

Da   wir    nun   für   ib[a)  >^  -j—,    die  notwendige,    g(x)  be- 

r[a) 

treffende  Bedingung  kennen,  unter  der 

« 

K=fdadd((  \JdßQ[ß)  cos  xfj(ß) 

0  0 

absolut  konvergiert,  so  hätten  wir   noch  die  nämliche   Bestim- 
mung für  das  Intervall 

i  -<?//(«)  ~<-rz 

zu  versuchen.     Wir   werden    uns  aber  auf  das  leichter  zu   er- 
ledigende, von  jenem  wenig  abweichende  Intervall 


Untersuchungen  über  die  Konvergenz  und  Divergenz  usw.   81 

I62  i    ^   ,,  \^i  1 

« 
beschränken. 

Wir  setzen  ähnlich  wie  oben : 

F±[a)  =    ,     /.(«)  cos  üj(a) 
da 

=  l'(a)  cos  ifj(ct)  —  l(a)  <//(«)  sin  <//(a). 

Nehmen  wir  also  an  ti> («)-</-        und   setzen    z.  B.,    um 
einen  Versuch  zu  machen: 

so  ist: 

F,(a)  =  A'(a)  cos  xp{a)  -{-  W.(a) — j^  •  sin  i/;(«) . 

« J  — 

a 


Macht  man  alsdann  weiter  die  Annahme 

W) 

Ä(«)JS 


also 


(I)" 


(wie    durch   Differentiation    leicht   zu  verifizieren),    so  gibt  der 
zweite  Teil  von  F^a) : 

vl{a)         .  . 

— YY=v  ■ sm  <M«) 

cd  — 
a 

a  a 

in    dem  Integral  Ii[])  =  Idee-—    -  I  dßFAß)   für  sich  einen 
J        da  ex  J 

0  0 

absolut   konvergenten  Teil,    gleichwie  vorher,    als  es  sich  um 

das  Intervall  — — •  -<  i/'(a)  handelte,  es  der  erste  Teil  von  F(a) 

T[a) 

Ostwalds  Klassiker.    186.  6 
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war,  über  den  wir  in  ähnlicher  Weise  verfügten.     Weiter  findet 
man  wie  oben,  daß  das  ganze  Integral 

t63]  «?=f*«^f*ßm 

o  o 

absolut  konvergent  ist,  wenn  die  Integrale : 

L«mt  L>Mm 

J        da    a         J  et 

u  o 

konvergieren.      Das    erste  konvergiert  wegen  -   —  -<  -  — , 

das  zweite  wegen : 


1   \l+[(i-v) 

a  l  ' 


0 


Hierdurch  ist  dann  auch,  wenn  A'(«)  =  ß(«)  gesetzt  wird, 
die  Bedingung  für  (»(«)  in  /"(«)  =  q(cc)  cos  </•(«)>  vermöge 
deren  das  Integral  Ä  absolut  konvergiert,  gefunden. 

Um   nun   die  Frage  allgemein  zu  erledigen,    setzen   wir  in 

Ft(a)  =  /,'(«)  cos  ip{a)  —  A(«) «//'(«)  sin  «/>(«) 

wieder  /,'(«)  —-  (>(«),  und  hieraus  folgt  ). (o)  n*i  a q  (a) ,  unter 
der  Annahme,  daß  der  Typus  von  q(u)  die  Bedingung  >—a 
erfüllt,  d.  h.  daß  q  nicht  so  rasch,  wie  eine  Potenz  von  « 
Null  wird.  Wir  bestimmen  sodann  /.  (er)  so .  daß  der  den 
zweiten  Teil  von  i^(«),  nämlich  X{a)\p'[a)  sin  {/'(«)>  enthaltende 
Teil  von 

o  o 

für  sich  absolut  konvergiert,  was  der  Fall  sein  wird,  wenn 
A(«)  i//(a)  -<  r(a),  oder  wenn  das  Integral 


fdaQ(a)ip'(a) 
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64  konvergiert.  Alsdann  folgt  aus  der  absoluten  Konvergenz 
von   h\  '  sofort  diejenige  von 

fda*-±fdßm, 

u  II 

wenn  f(x)  =  q{x)  cos  i/'(.r)  =  X'(x)  cos  ip(x)  gesetzt  wird. 
Nach  den  schon  öfter  benutzten  Sätzen  ist 

/'       d    1     C,QTlla,         f7     d  /(«)  cos  ip (et) 

da- ldßFA,-i)=      da-—    >   ' ^-L- 

«/        da   a  J  <>        da  a 

oo  o 

absolut  konvergent,  wenn  die  Integrale 

J        da    a  J  a 

o  o 

konvergieren.  Was  das  zweite  Integral  betrifft,  so  wurde 
dessen  Konvergenz  schon  soeben  verlangt.  Das  erste,  welches 
geschrieben  werden  kann : 

jdaj^Q(cc)<P(a)> 

o 

wo  cp(a)  für  a  =  0  nicht  unendlich  wird,  ist  auch  konvergent, 
wenn  g(a)  nicht  unendlich  wird,  welches  eine  Forderung  ist, 
die  wir  für  die  Darstellbarkeit  der  Funktion  f(a)  =  q  (a)  cos  ip  («) 
ja  ohnedies  stellen  müssen.  Wir  haben  also  im  ganzen 
die  Bedingungen: 


SK«)^1*      j daq{a)xp'{a) 


ist  konvergent,    deren   zweite   auch  «o(ß)i//'(«)<r(«)  ge- 
schrieben werden  kann.     Setzen   wir  z.  B.   xbia)  =  II  — , 

a 

so  muß  sein 

Q(cl)  ~    /   > 
-^—  -^r(a). 

a 

6* 
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Hier   kann   also  [65;    z.B.    o  a)  =  r(a)l         gesetzt     werden, 

d.  i.    langsamer    Null    werden,     als     die    kleinsten    negativen 

,  1 
Potenzen  von  / 

a 


30.  Bemerkungen  über  diese  Bedingung  für  die  absolute 

Konvergenz  von   K   im  Falle   1  -<  ip(ct)  -<  /  —  • 

et 

Man  erkennt  in  den  vorstehenden  Bedingungen  jene  wieder, 
die  durch  die  absolute  Konvergenz  des  Integrals 


fdaf'(a) 


den  Funktionen  o  und  ip  auferlegt  wurden.  Da  diese  Bedin- 
gungen in  dem  Intervall  1  -=<  ip  -<;  /  -  ,  wie  gleich  zu  zeigen, 
mehr  Funktionen  q  zulassen,  als  die  vorher  für  das  Intervall 
=<  üi(a)  gefundene  notwendige  Bedingung  g(et)  75  i  a    für 

das  erstere  Intervall  zulassen  würde,  so  mußten  wir  mindestens 
auf   die    nämlichen    Bedingungen,    wie    sie    aus    der    absoluten 

a 

Konvergenz  von    jdetf'(ct)   folgen,    fallen,    da    ich    an    einem 

o 
früheren  Orte   gezeigt  habe*),    daß    die  Funktionen    f(a  ,    die 

'/ 

das  Integral  Jdaf'(it)  zu  einem  absolut  konvergenten  machen, 
auch  die  absolute  Konvergenz  von 

a  cc 

d    1 


A=/'"'^  ,!/''■■ 


0 

bewirken. 

Die  obige  Bedingung  et  q  (et)  ifj' (a)  ~~L  r  (et)  oder 


*)  Borchardts  Journ.  Bd.  79,  S.  58,  Art.  10. 
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66-  *»=  "(o) 


gesetzt,  q  (a)  u  (et)  ~^>r(a)  gibt  für  jedes  vorgelegte  \p(u)  ein 
zugehöriges  Intervall,  aus  welchem  solche  Funktionen  q(a) 
bezogen  werden  können,  für  welche  das  Integral  Ä  absolut 
konvergiert.  Die  Grenze  in  der  Richtung  des  langsamsten 
Nullwerdens  von  q(u)  ist  gegeben  durch 

Q («),"(«)  ~*(a). 

Es  wird  u  (et)  für  1  -=<  ip(ct)  -=<  l         zwar  -<  1   (denn  aus 

1  1  a 

ifj(a)-~<l-     folgt  {//(«)-<—)  aber  stets  >-r(a)  sein,  da  das 

Integral 


u  a 

j'da  ^M  =y^ß  ,//(«) 


nicht  konvergent  ist,  so  daß  vorstehende  Bedingung 
stets  £>(a)-<l  ergibt.  Für  ip (et)  r^>  l  —  -  folgt  ii(a)r^\ 
und  g(a)  r^j  r(a).  Wird  ip{ec)  noch  stärker  unendlich  als 
/  ,  so  liefert  die  Bedingung  Q(ct)ii(et)  n^>  r(ct)  das  Resultat 
£>(«)-<  t(«),  welches  kein  Interesse  mehr  bietet,  da  das  Integral 


u  u 


o  o 

für    (>(a)-<r(a)    und   jedes    Unendlich    von    xp    absolut  kon- 
vergent ist. 

31.    Graphische  Darstellung   der  Bedingungen   für   den 
zweiten  Hauptsatz. 

Um  diese  verschiedenen  Bedingungen  vergleichen  zu  können, 
stellen  wir  sie  wieder  graphisch  dar,  wobei  die  ursprüngliche 
Dirichktsche ,  welche  unendlich  viele  Maxima  der  Funktion 
überhaupt  ausschließt,  dem  Falle  q  («)  =  0  entsprechen  würde 
und  nicht  in  die  Figur  aufgenommen  werden  kann ;  die  übrigen 
werden  für  (?(a)-1  dargestellt.  Der  graphischen  Darstellung 
legen  wir  folgende  tabellarische  Übersicht  zugrunde: 
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Zur  Bestimmung  von   / ,  ((()  hat  man  (Art.  20)    erstens  den 
Ausdruck : 


Taf.  2. 
IL  Bedingung  II:  f-ft)  ~  f(0)  ~  i.  —  III.  Bedingung  III:  absolute 

a 

Konvergenz  von   /  daf'{a) .   —   IV.  Bedingung  IV:   absolute  Kon- 

o 

a  a 

vergenz  von  jdu  -z /  dßf[ß] .  —  V.  Bedingung  V:  (der  Tabelle 

o 

Art.  24. 
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zweitens  die  Ungleichheit: 

—  >~  M«)  >~ 1|+u ,  u  beliebig  klein. 

?r+i—  V+i 

«  \         a  / 

Bei  der  graphischen  Darstellung,  Tafel  II,  des  Funktions- 
systems 


&  *(o)) 


einer  (i-,  y) 


als  Punktsystem   in   einer  I  — ,   ip\  Koordinatenebene,  werden 


die  Punkte,  für  die  — >~  1    ist,    oberhalb  der  j.''- Achse,    die 

1         ° 
Punkte,  für  die   — <C  1  ist,  unterhalb  68]  der  ip- Achse  gedacht, 

so  daß  zwei  Punkte  ( — ,   ü>\  und  (      ,   W]  von  der  i/'-Achse 

\Q         I  \  ?i         /     i       i 

oben  und  unten  gleich  entfernt  liegen,  wenn  —  •        nu  1    ist. 

0      Pl 

32.  Bemerkungen  über  die  Ergebnisse  der  obigen 

Vergleichung    der    Bedingungen    für    den    zweiten 

Hauptsatz. 

Um  die  eigentliche  Bedeutung  der  in  Rede  stehenden  Be- 
dingungen wohl  zu  verstehen,  fassen  wir  die  notwendige  V. 
Art.  24  oder  in  der  graphischen  Darstellung  die  unterste)  ins 
Auge.  Wir  müssen  wohl  unterscheiden  zwischen  Bedingungen 
lediglich  für  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion  und  solchen 
allgemeinen  Bedingungen,  unter  denen  der 


/*.     .,   .  sin«// 
>=<*  /««;(«)  -      -  =  L 
J  a 


o 
endlich  und  bestimmt,  also  konvergent  ist.     Bedingung  für  die 
Darstellbarkeit  einer  Funktion  ist  eine  solche,  welche  anzeigt, 
wann  die  Formel : 


lim, 


/',     ...  sin  ah  i     ,.  ... 

daf{a) =  —   lim«  =  öAß) 
IC  & 


stattfindet,  und  wir  dürfen  sie  als  erfüllbar  und  erfüllt  ansehen. 
auch  im  Falle  lima  =  0  /*(«)  unendlich  oder  unbestimmt  ist,  wenn 
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a 

alsdann  nur  der  Limes*  =  -,  I  da  flu)  ebenfalls  unendlich 

./  et 

0 

oder  zwischen  denselben  Grenzen  wie  lim«_o/"(«)  unbestimmt 
ist.  Hiernach  ist  die  in  Rede  stehende  Bedingung  V  eine  Be- 
dingung im  weiteren  Sinne  für  die  Konvergenz  und  nicht  eine 
solche  für  die  Darstellbarkeit  allein.  Allerdings,  falls  gleich- 
zeitig lim«  =  o  f[a)  und  L  endlich  und  bestimmt  sind,  so  habe 
ich  (Borchardts  Journ.  Bd.  79,  S.  6)  nachgewiesen,  daß  L  nur 

=  -;    lim((-o/(«)   sein  kann.     Neu  war  es  mir  aber,  wie  dies 

aus  der  [69]  Bedingung  V  folgt,  daß  lima-o/"(«)  zwischen 
unendlichen  Grenzen  unbestimmt  sein  kann,  während 
der  zugehörige 


hm/,  =  30  /  auf lu  —         =  L 
>'  u 


0 

konvergent  ist. 

Diese  Unterscheidungen   macht   die  graphische  Darstellung 
übersichtlich.     Das  gesamte  schraffierte  Gebiet  über  der  Linie, 

welche  die  Grenzfunktion      .   .    nach  der  Bedingung  V  darstellt, 

gehört  den  Funktionssystemen 

zu,  für  welche 

a 

C-,         ;      N    Sin  C(h  -r 

lim;(  =  -j-  I  da  flu) =  L 

>'  a 

o 

endlich  und  bestimmt,  und  zwar  =  0  ist.  Dies  zerfällt  in 
die  beiden  durch  die  xp- Achse  getrennten  Teile.  Den  Punkten 
des  oberen  Gebietsteiles  gehören  die  Funktionssysteme 

(<?(«),  #(«)) 
zu,   bei  denen   ^(«)-<l  ist,    denen   des  unteren  Gebietsteils 
die  Systeme  mit  unendlich  werdendem  q(u).     Die  Punkte  des 
oberen  Gebietsteils    werden   demnach    bestimmt    durch  die  Be- 
dingung : 

o[a)  . 

die  des  unteren  durch  die  Bedingungen: 
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e(«) 


aVip"{a),    xp{a)>-l 


Und  alle  Systeme  dieses  letzteren  Gebiets  entsprechen  der 
neuen  und  merkwürdigen  Form  der  Nichtdarstellbarkeit  einer 
Funktion,  wo  lim,(  =  0/(«)  zwischen  unendlichen  Grenzen  unbe- 
stimmt ist,  während 


lim/, 


»jdaf[ä 


sin  ah 


=  0 


[70]  ist.  Hier  ein  Beispiel.  Es  sei  ip[a)  =  u~a  .  so  wird 
aus  1  -=<  g(a)  -<  u  Vip"{u). 

u 

1  -<  Q  («)  -<  cc    2  . 

Ist  also  «]^>0,  so  erhält  man  für  q(u)  stets  einen  Spielraum 
des  Unendlichwerdens,  für  den  L  =  0  ist.  Setzen  wir  z.  B. 
f.i  =  4,  so  folgt: 

1  - 
"        cos 

hcakz=y  I  du    - — 

J  L      ((       . 

0 

während 


sin  u  h 


=  0 


cos 


lim«  =  <)/■(«)  =  lima  =  u 


zwischen  unendlichen  Grenzen  schwankt. 
Nach  der  Tabelle  findet  die  Formel 


sin  ul> 


lim/,  =  oo  I  du[()[u)  cos  ip[a)\ 

J  u 


7t 

=  —  lima  =  0  [q{cc)  cos  «/'(«)] 

wirklich  statt:  erstens  für  p(a)^<l,  (/'(«)>- 1,  dann  für  o  a   ^  1. 

xp  (a)  ^C  Z  —  ,   endlich  für  </»  («)  >~  /  —  ,    £  («)  >-  u\  r 

Im  oben  erörterten  Sinne  sind  die  Bedingungen  1  bis  IV 
Art.  24  nicht  Bedingungen  für  die  Konvergenz  von  /. .  sondern 
für  die  Darstellbarkeit  von  /' 0\  Von  jenen  Bedingungen 
schließt  am  wenigsten  darstellbare  Funktionen  aus  Bedingung  IV. 
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Von  den  übrigen  Bedingungen  ist  III  besser  als  I  im  Intervall 
ip(a)-<.l — ,     umgekehrt    II    besser     als     III     im    Intervall 

a 

33.  Allgemeine  Bemerkungen  über  das  Konvergenz- 
problem der  Fourierschen  Reihen. 

Da  uns  nun  Bedingung  V  lehrt,  daß,  falls  nur  q(cc)  ver- 
schwindet, alle  Funktionen  f(ct)  =  (>(«)cos  i/'(«)  für  «  =  0 
darstellbar  sind,  so  haben  wir  hier  eine  erhebliche  Ausdehnung 
des  Konvergenzbereiches  der  :71  Fonrirrachen  Reihen  ge- 
wonnen. Die  Fourirrsche  Reihe  stellt  danach  eine 
integrierbare  Funktion  f[x)  für  einen  besonderen 
Wert  x  =  xx  dar,  wenn  die  Unterschiede: 

f[xx  +  a)  —  f(xx) ,     f(xi  —  a)  —  f[xt) 

iu  einem  beliebig  kleinen  Intervall  0  ^  a  ^  e  auf 
die  Form: 

M«)  +  0i(«)  C03  */'i(ft)  +  ?2(«)  C09  «M«)  H 

gebracht  werden  können,  wo  ^ ,  £2>  •••  m^  a  ver- 
schwinden, und  </'!,   U>2,  ■  .  ■  mit  —   unendlich  werden, 

und  beide  Funktionenreihen  bei  a  =  0  nicht  unendlich 
viele  Maxim a  haben.  Über  die  Annahme  unendlich  vieler 
Glieder  obiger  Reihe  ist  in  den  »Schlußbetrachtungen  I*  die  Rede. 

Aber  so  erfreulich  solche  Resultate  sein  mögen,  unseren 
tieferen  theoretischen  Wissenstrieb  lassen  sie  unbefriedigt.  Sie 
lehren  nur  die  ausreichenden  Bedingungen  für  die  Entwickel- 
barkeit  nach  Foiirierachen  Reihen  in  dieser  oder  jener  Rich- 
tung hinausschieben,  aber  das  Grundproblem,  ob  die  Entwickel- 
barkeit  unter  Umständen  schon  bei  den  stetigen  Funktionen 
oder  erst  bei  den  integrierbaren  oder  gar  bei  diesen  auch 
noch  nicht  aufhöre,  bleibt  unberührt. 

Und  doch  ist  der  von  uns  eingeschlagene  Weg,  besondere 
Funktioneuformen  auf  ihre  Darstellbarkeit  zu  untersuchen,  der 
einzige,    auf  dem  man  hoffen  kann,  jene  Frage   zu   erledigen. 

Zum  Glück  zeigt  es  sich  denn  auch,  daß  nur  noch  ein 
Schritt  in  der  eingeschlagenen  Richtung  erforderlich  ist,  um 
die  Grenze  der  Darstellbarkeit  zu  erreichen. 
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72  IV.  Kapitel. 

Darstellung  der  Bedingungen,  unter  denen  die 
Fourierschen  Reihen  divergieren. 

34.  Auseinandersetzung  des  Grundgedankens  dieser 
Untersuchung. 

Betrachten  wir  das  Integral: 

a 

sin  (t  h 


I 


daf(u) 


setzen  f(a)  =  q(cc)  sin  i/'(«),  ip(a)^>-l,  und  nehmen  h  schon 
sehr  groß  an,  so  kann  man  es  in  drei  Teile  zerfallend  sich 
denken : 


/    /    ./' 


xpict) 
die    folgende   Beschaffenheit   haben:    Im   ersten  ist  — ■        sehr 

« 

üj(a) 

groß    gegen    h1   im  dritten   ist  //  sehr  groß    gegen  -    — ,    das 

mittlere  enthält  den  Punkt  if.){a)  —  cch,  somit  auch  die  größte 
Strecke,  in  der  beim  Wachstum  von  Jt,  periodisch  wieder- 
kehrend, keine  Zeichenwechsel  der  Funktion  f[a  -  statt- 
finden, oder  doch  abwechselnd  die  positiven  und  die  negativen 
Werte  dieser  Funktion  weitaus  überwiegen.  Nehmen  wir  an. 
daß  £>(«)  >=-  t(cc),  oder  daß 


u 


d«iw 


73    nicht   konvergent  ist,    welches    die   einzige  Annahme 
unter  der  man  Divergenz  des  Limes;,  =  J.  von 

a 

/' ,      i  x   .        ,  .sin  ah 
J  daQ{a)siTUp(a)—^- 

o 
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überhaupt  erwarten  kann,   so  wird  solche  Divergenz  auch  nur 

Ol 

von  der  Strecke  ohne  Zeichenwechsel  im  mittleren  Integral  / 
herrühren  können.     Unsere  Untersuchung  des  Limes 

a 

I  </«<j(«)  sin  ip{cc)  sin  «h 
0 
hat  nun  ergeben,   daß  für  o'«)-<l 

a 

C ,       ,  %    .        ,   .  sin«// 
hm/,  =  r  I  dao  («)  sin  ip  («)  — 

0 
immer  verschwindet.      Greift   man   also  aus  dem  mittleren  In- 

tegral    /  die  Strecke  ohne  Zwischenwechsel  heraus : 

CO 

0  1  a'i 

/,  »    •        ,   >  sin  all        .  ,        ...       ,n   T    o(«) 
dceQ(a)  sin  i^(«)  —      -  =  [sin  i/>(«)  sin  alt j  I  et«  i-L- 

a'o  ß'o 

so  ist  offenbar  a\  —  «[,  so  klein,   daß 

lim  (cc\  —  «0)  ^—  ,     «0  ^  «  ^  «\ 

verschwindet,  wenn  //  unendlich  wird.  Die  Strecke  ohne 
Zeichenwechsel,  d.  i.  die  Strecke,  in  der  */>(«)  und  ah  nahebei 
gleich  sind,  ist  also  offenbar  zu  klein,  um  Divergenz  erzeugen 
zu  können,  und  da  die  Kurven  y  =  ip(x),  y  =  xh  die  eine 
wachsend,  die  andere  abnehmend  sich  kreuzen,  so  kann  sie 
nicht  anders  als  sehr  klein  sein.  Um  diese  Strecke  zu  ver- 
größern, wird  man  an  Stelle  der  gegen  «  =  0  hin  nur  74 
wachsenden  Funktion  ü/'cc  eine  Funktion  ^"(«j  einzuführen 
haben,  die  bei  gegen  Null  abnehmendem  «  unendlich  wird, 
aber  in  der  Weise,  daß  sie,  nachdem  sie  gewachsen  ist,  stets 
wieder  eine  Strecke  abnimmt,  um  dann  wieder  zu  wachsen, 
jedoch  um  ein  größeres  Stück,  als  das,  um  welches  sie  eben 
abgenommen  hatte;  kurzum  eine  Funktion,  die  mit  unendlich 
vielen  Maximis  unendlich  wird.  Wenn  der  Punkt,  für  den 
¥"(a)  =  ha  ist,  einer  Strecke  angehört,  in  der  *F(«)  mit  a 
abnimmt,    so   wird   es  möglich  sein,  daß  längs  dieser  Strecke 


94 
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die  Differenz  "lF !'a)  —  ah  durchweg  sehr  klein  bleibt,  und  der 
Projektion  dieser  Strecke  auf  die  «-Achse  wird  ein  möglichst 
großes  Stück  a[, .  .  .  a\  ohne  Zeichenwechsel  von  sin  *P  c  -m  ah 
entsprechen  (Taf.  Illb). 


Tat'.  III  a. 
Es  liegt  also  nahe,  nachdem  mau  den  Lime$;,  =  J-  von 

a 

sin  a  )i 


I'       .,   .  sin  c 
J=J  daf{a)  — 


Untersuchungen  über  die  Konvergenz  und  Divergenz  usw.   95 

für  eine  Funktion  /{<()  =  (/(«)sin  (['((()  untersucht  hat,  in  der 
(/»(«)  nur  wachsend  unendlich  wird,  zu  setzen: 
f[it)  =  q(u)  sin  (u  +  v  sin  ip(cc)) 
und  obigen  Limes    für    diese  Funktion   zu  diskutieren,    in   der 


Taf.  III  b. 


man    w,   v  und    ip    für    «  =  0    unendlich    werdend   abnimmt. 
Wer  jedoch  die  vorstehende  Untersuchung  des 

a 

,  sin  ah 


C.     ..   ,  sin  i 

hm  /  daf(a) 
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für  f{a)  =  Q(a)c,osip(a)  gelesen  hat,  wird  mir  gern  glauben, 
daß  die  entsprechende  Untersuchung  für 

f[a)  =  q[u)  sin  (u  +  v  sin  »/'(«)), 

so  hoch  unstreitig  ihr  Interesse  sein  würde,  dennoch  zu  einem 
unmöglichen  Umfang  anwachsen  müßte. 

Ich  habe  daher  vorgezogen,  das  Problem  in  einer  Weise 
zu  schematisieren,  die  uns  bezüglich  etwaiger  Divergenz  der 
Fourierschen  Darstellungsformeln  verhältnismäßig  leicht  ebenso 
viel  lehrt,  als  wir  ans  der  Untersuchung  von  lim  ,/  für 

/"(«)  =  q(c()  sin  (u  -f-  v  sin  ip(tt)) 

erfahren  könnten,  wenngleich  ich  gern  zugeben  will,  daß  die 
Ergebnisse  dieser  letzteren  Untersuchung  insofern  allgemeiner 
als  die  der  unten  angestellten  werden  müßten,  als  sie,  abge- 
sehen von  der  Erledigung  der  Divergenzfrage,  die  notwendigen 
Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  75  einer  Funktion  durch 
Fouriersche  Reihen  noch  erheblich  weiter  hinaus,  als  durch 
unsere  bisherigen  Untersuchungen  geschehen,  und  gerade  mitten 
in  ein  höchst  interessantes  Funktionen^ebiet  hineinrücken  würden. 


35.  Besehreibung  der  einzuführenden  sehematischen 
Funktion. 

Unsere  Schematisierung  des  Divergenzproblems  besteht  in 
folgender  Definition  der  in  /'(«)  =  (>(«)  sin  *F(«)  auftretenden 
Funktion  W(a).  Ein  Intervall  OlE^x^x0,  wo  wir  .r0  ^>  a 
annehmen  wollen,  zerlegen  wir  in  die  Teile 

Jl  —  Xq  —  X{ 

z/2  =  X{  —  .'_> 


4p+\   =  Xp  —  Xp+j 

mit  der  Bestimmung,  daß  : 

Xq  <  xi  <  .r2  .  .  . , 
../,  >  J%  >  . . . , 

und  daß  x^  =  0,   also  J ^  =  0,  mithin 

Xq  =  J{  +  -J-i  +  ■  •  •   i"   i"tul- 
sei. 
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Nun  sei  die   Funktion   lIs(a) 

gleich  //■!«  im  Intervall  x{  .  .  .  a 
»        htfi    >  »  £2  •  •  •  xi 


wo  lix  <d  h-2,  <C  •  •  •  und  h ,  =  co.  Bestimmt  man  endlich  die 
Intervalle  . /t,  J, ,  ...  und  die  Größen  Ji{ ,  /<2,  ...  so,  daß 
die  Produkte  h^x,, ,  hpxp-i  mit  7;  unendlich  werden,  so  ist 
lF(a)  eine  mit  unendlich  vielen  Maximis  —  die  hier  in 
Spitzen  ausarten  —  unendlich  werdende  Funktion,  wie  sie 
in  der  Tat'.  lila  dargestellt  ist.  '&{<-<)  springt  für  a  =  xlt 
.r->.  .  .  .  und  zwar  etwa  um  (/?2  —  I<\)-''\  1  (A3  —  lh)x2j  •  ■  •  ■ 
Dm  von  dem  Gang  der  Funktion  o(«)  sin  !F(«)  oder  einfacher 
vom  Gang  von  sin  '*&{«)  eine  Vorstellung  zu  gewinnen,  nennen 
wir  Dichtigkeit  der  Maxima  einer  Funktion  /'(;/)  an  der 
Stelle  ./;  =  x'  die  Längeneinheit  dividiert  durch  die  Summe 
der  Entfernungen  des  x  von  den  beiden  nächsten  Maximis  von 
f(x  .  bei  welcher  Definition  die  Dichtigkeit  der  Maxima  eine 
stetige  Funktion  von  x  ist.  Hiernach  ist  die  Dichtigkeit  der 
Maxima  von  76  sin  «1/  bei  der  Veränderung  von  a  konstant. 
Die  Dichtigkeit  der  Maxima  von  sin  lIs{a)  ist  in  jedem  Intervall 
J  oder  [xy+\  <ZC(  <C  xp)  konstant. 

Nun  springt  f(a)  =  g(a)  sin  ;/'~  a]  im  allgemeinen  ebenfalls, 
wenn  a  einen  Wert  xp  passiert.  Ich  werde  unten  zeigen,  daß  es 
möglich  ist,  nicht  allein  f[a)  samt  einer  beliebigen  endlichen  An- 
zahl Differentialquotienten  stetig  zu  erhalten,  sondern  in  Gebiet 
0  <^  «  !S^  a  samt  allen  ihren  Differentialquotienten.  Ich  will 
indessen  gleich  anführen,  worauf  mich  Herr  Weierstraß  auf- 
merksam gemacht  hat,  daß,  wenn  man  nur  wünscht,  f(a)  selbst 
stetig  zu  erhalten,  dies  am  einfachsten  erreicht  wird,  indem 
man  die  an  den  Sprungstellen  aneinanderstoßenden  Werte 
hp+iXp  und  hpxp  von  W(a)  als  Vielfache  von  n  bestimmt. 
Z.  B.  nach  der  sofort  einzuführenden  Festsetzung  über  die 
J\ ,  di ,  ...  und  hi ,  /z2 ,   ...  ist 

7  _    -1  7      -    -'  ^0 

xp'li>+\  —  xp+i  1    xp'ip  —  •'  i>— 1  j    xp  —    „_i 

/7(2?+l) 
0 
Hier  braucht  man  also  nur  x0?i  =  1  anzunehmen. 
Um  das  erstrebte  Resultat,  nämlich  die  Divergenz  des 

a 

sin  a  h 


lim  /  dccQ(a)  sin  ^{u) 


0 

Ostwalds  Klassiker.     1S6. 
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besonders  augenfällig  zu  machen,  verfügen  wir  über  da-  Größen 
Ji,  J-l,  .  •  .,  fei,  ^2,   ...  in  folgender  Weise. 
Wir  setzen: 

Jx=x0  —  ./-j       =  x,  hi  =  — — 

z/2  =  ./;,  —  x,       =  2r2  //,  =  — r 

•'l'2 
^3   =  x2  —  -ri  =  4  •''.■■ 


4»+i  =  «p  —  xp+i  =  2Pxp+1     fy  +,  = 

Aus  dem  Svstem  links  folgt: 


•'-, 


/7(2«+l) 


77  36.  Es  wird  zuerst  die  Divergenz  des 

(i 

sin  a  li 


lim 


/.._.,,  sin  « /< 
du  sin  cP(a)—      -  nachgewiesen. 


o 
Wir  betrachten  zuerst  das  Integral 


sin  eJ> 


r  sin  i 

/  <h(  sin  'Pia)  — 
■  '  a 


o 
zerlegen  es  in  die  Teile: 

xp  xp—\ 


I  +  ./'  +  /' 


und  setzen  }i  =  hp.    Das  dritte  Integral  kann  geschrieben  werden 


q=p— 1 


/'  .   .  sin  «//„     -v-7      /  «?«    .       ,      .       , 

dasiniMcc)  —    — -     ^       /     -  sin  «/<.  sin  orJ) 


^-1  »=1     *« 


q=p-\ 

5=1 


1 


sin  a(hp  —  hq)       sin  <rv/',  +  hq) 


h,,  —  li,  hr  +  h 


*q-\ 

1     I  sin  <-',//,,  —  hg)       sin  o 


X,_,  |        hp  —  hq  hp  +  '* 
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falls    a    der    Kürze    halber   gleich   x0    angenommen    wird,    und 
unter  Anwendung  des  zweiten  Mittelwertsatzes.     Es  ist  ferner: 

1  1  1 


hp  ±  hq 


li, 


hg 


und  der  größte  Wert  von    ; "'   ist 

Hp 

hp-i  xp     _  1 

hv       ~  xp_2  ~~-  (*M  +  1)  (*-»  +  1)  " 

Die  Koeffizienten  der  Sinus  unter  dem  Summenzeichen  haben 
die  Form 

1  1  1  1 

Wq'lp      -.   _i_   'lq         Xq—\llp  _j_  Hq 

Da   die    Summe    über  p  —  1    Summanden    sich    erstreckt, 

xq<^Xq-i,  ~  <^1  ist,    so  wird  jedenfalls    die  ganze  Summe 

i'  .  p 

verschwinden,  wenn  [78]  — =- ,  q  =  p  —  1  gesetzt,  für  p  =  oo 

•'  ij  "p 

verschwindet.    Wegen  hp  =  -  -  ist  aber 

Xp  Xp — i 


V 


Xp — i  II p 


=  prp 


II J) 


iz"(a»+i) 

o 


und  verschwindet    allerdings    für  p  =  oo.      Untersuchen   wir 
zweitens  das  erste  Integral: 


/        .             sin«/ip        9^         fda   .  . 

aa  sin  ^(a) =     >  /  —  sin  ahq+i  sm  afep 

sin  a  (hq+i  —  hp)       sin  a  (/*?+1  +  /ip) 


=  y 


%  i^+i 


2=P 


'?  +  l 


fen 


^?+l  +  fep 


*9+l 


+ 


sin  a  (feg+1  —  h,)       sin  « (feg+1  +  hp) } 
hq+i  ■+■  hp       \  ' 


hq+i  —  hp 


7* 
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so  kommt  es  wieder  auf  die  Abschätzung  der  Ga 
1  1 


an,    wenn  p,  p  +  1,    ...    statt  q  gesetzt  wird.     Der  größte 

h0     .        .  , 
Wert  von  — —  ist  wieder 
hq+\ 

h.,  J'f-\  1 


hp+i         ^_,        (2P  +  1)  (2^-i  +  1) 

Ferner  ist 

1  a 


lh9+i~  //^+1) 

u 
Eine  Reihe  der  Form : 

werden  wir  schreiben  können : 


/7>  +  i; 

0 


{    u    '    2"  +  1  """  (2?  +  1)  (2P+1  -f-  lj 


--f 


79    und,  falls  die  u  unendlich  bleiben,  verschwindet  die  Reihe. 
wenn  ]>  unendlich  wird,  somit  auch  die  obige  Summe,    in  die 

wir  das  Integral 

sin  ah, 


/.    .T.     .  sin  a 
da  sin  r ;«)  — 
a 


a 

o 


transformiert  hatten. 

Betrachten  wir  endlich  das  mittlere  Integra] 


Xp  —  X  *p— 1 

/',      .     ...       sin  ah«  I 

da  sin  '/'  i  I  da 


sin  i 


xp—  i  *p— i 

1  1    /*coa  _  h  a  , 

log«-   -    I         - 


riitiTBuehungen  über   die  Konvergenz  und  Divergenz  usw.    101 
Es  ist 


xp-\  l  xp-\hp 

l\    co»2Ä»a  1  /',  n  1        /' 

f  da         — —  =  — r-  /««cos  2«  +  .      I  da  cos  2a. 

./  «  XpÄp  J  Xp+i  hp  •' 

Tv  XPhP 


Wegen 

1  1 


Xp  —  \   >  _  7,         •')> 


verschwindet    für  p  =  oo    das    Integral    links.      Der    letzte 
Bestandteil  des  urspünglichen  Integrals 

a 

sin  ah 


f,      .     jrr/      sn\  ah 
I  da  sin  *F(a) , 


o 
der  noch  zu  betrachten  ist: 


1    I  i  X  i      /1    ,    xp-i  ~xp\ 

wird  mit  />  unendlich. 

37.  Alsdann  wird  eine  hinreichend  langsam  Null 
werdende  Funktion  eingeführt,   damit  auch 

a 

/",       ,  .    .     ,„,  ,  sin«/*    ,. 
hm  /  a«(?(«)sm  W{a)—      -  divergiert. 

o 

Wir    haben    also    im    vorigen   Artikel    gesehen,    daß    das 
Integral : 


0  X„       X. 


ri>    xp-i 

80  wenn  h  ins  Unbegrenzte  wächst,  ebenfalls  ohne  Ende 
wiederkehrend  Werte  annimmt,  die  ins  Unbegrenzte  wachsen. 
Der  erste  und  der  dritte  Teil  rechts  nähern  sich  der  Null 
und  auch  ein  Teil  des  mittleren  Integrals,  während  der  andere 
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Teil  des  mittleren  Integrals  gleich  — -log  (1 -f- 2f-1,  wird,    so 

oft  //,  bei  seinem  Wachsen  einen  der  Werte  1^,  passiert.    Führen 
wir  jetzt  wieder  o(a)  unter  dem  Integral  ein,  betrachten  also: 

0  0  xp     xp_1 

so  ist  es  klar,  daß,  falls  (>(a)-<l,    das  erste  und  dritte  In- 
tegral und  der  Teil: 

i   T,   e(ß) 

«"    /  ««  —  —  COS  2  hp  Ct 

2  <J  cc 

xp 

des  mittleren  Integrals  wieder,  und  zwar  a  fortiori  verschwinden, 
wenn  p    unendlich    wird,     weil    bei    Anwendung    des    zweiten 

.     •         ß(«)  .       ,  1 

Mittelwertsatzes   wir    jetzt  — — - ,    statt  wie  oben  vor     die 

(.'.  a 

Integrale   nehmen    dürfen.      Der  Teil    des    mittleren  Integrals, 

welcher  unendlich  werden  soll,  lautet: 

xP-\ 

y /d«lT  =  T*®  l0g  (1  +  2P_1)'     *'  =  S"  -  Xp-]  ■ 

Dieser  Ausdruck  ist  größer  als  o[x)p\o%(l  +  2',_1). 
Wir  haben  also  q[x)  so  anzunehmen,  daß 


log  (1  +  2P-]) 


xP-\ 
wenn  eben    Idcc^-^-  mit  p  unendlich  werden   soll. 


"9 

81    Setzen  wir: 

a  a 


0  0 

so  folgt: 


a 
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1 

m 

oder 


p-1 


Da  nun  log  (1  +  2p~x)  ~p,  so  ist  q  so  zu  bestimmen,  daß 

1 


1>- <?(«)>- 

'  a 

Falls  q(cc)  dieser  Bedingung  genügt,  ist 

a 

v                ('  j       i    \    ■     uti    \  3iu";' 
lim/,  =  oo   /  ac(Q[cc)  sm  T(«j 

o 
divergent. 

38.  Untersuchung  der  Frage,  wie  stark  das  Integral 

a 

I  da  sin  '*?(&)—  bei  seiner  Divergenz   mit   h  unend- 

o 

lieh  wird. 

Es  ist  noch  von  Interesse,  das  Unendlich  des  vorstehenden 
Limes  zu  bestimmen,  mit  andern  Worten,  die  am  langsamsten 
Null  werdende  Funktion  (f(h)  zu  ermitteln,  mit  der  multipliziert, 
vorstehendes  Integral  endlich  bleibt,  wenn  h  unendlich  wird, 
wobei  wir  der  Einfachheit  halber  o{a)  =  1  annehmen  wollen. 
Es  bleibt  ohne  Zweifel  endlich  das  Produkt : 

a 
1  P        .  sin  ah 

log  (1  +  2P~l)  J  X   '     a      ' 

[82]  wenn  p  und  h  verbunden  sind  durch  die  Relation  : 

1  -.     p— i  j>-2 

h  =  —  —  —  J-  7/(2?  +  1)  //(2?  +  1)  ~  2*fr-1>+fr-1>G'-*> 

XpO^-i  a        o  0 

woraus  folgt: 

j9  r\->  Vlog/i , 


104  Paul  du  Bois-Reymond. 

so  daß  das  Produkt: 

a 

1        /',      .    m,  x"sin«// 
— 1  da  sin  'P(a)  — 

yiog/*/  « 

endlich  bleibt,  wenn  h  unendlich  wird. 

39.  Verallgemeinerung  des  Funktionenschemas   *P 

Wir  wollen  noch  die  schematisierte  Funktion  *¥[x)  nach 
allgemeineren  Prinzipien  zusammensetzen,  indem  wir  uns  die 
Frage  vorlegen,  wie  die  a;1?  a;2,  ...  und  klt  /'2,  ...  über- 
haupt zu  bestimmen  sind,  damit  das  Integral 

a 

sin  ah 


/j       ■     mt    \  8in' 
da  sin  'P  a 
a 


zwischen  unendlichen  Grenzen  schwanke,  wenn  h  unendlich  wird. 
Setzen  wir  zunächst: 

z/t    =  X0  —  Xt        =  UqX^ 
^/2  =  xl  —  a*2        =  U\X1 


Jp+X  =Xp  —  Xp+X  =  UpXp+i 

so  folgt  aus  diesem  System: 

■'o 


Xn    


(1 +  «,)(!  +  «,)...  (l+«„-i) 


Falls  man  jT/  (1  -f-  «*p)  =  oo  ist,  hat  man : 
o 
,r0  =  <//j  -f-  ^/2  +  •  •  ■    in   infin. 

[83     Beiläufig    bemerkt,    erhält    man    durch    Addition    dos 
obigen  Systems: 

x0  —  xp+l  =  «„.»•,  +  M,.i\>  H 14 

«0  .  "l 


=  -o{1 


+ 


[1+Mo    l  +«,    •••(1  + 
woraus  für  p  =  co  folgt: 
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~   l+«0  "*"  (1  -|-  »/„)  I  1   +Ui) 

+ -Ä + . . . 

00 

ein  (lediglich  an  die  Bedingung  //(l  +  up)  =  oo  gebundener) 

o 
Satz,  den  ich  mich  nicht  erinnere,   erwähnt  gefunden  zu  haben, 
und  der  gelegentlich  nützlich  sein  kann.     Für 

1  +  «o  =  1  +  «i  =  •  •  •  =  x 
folgt  daraus  die  gemeine  geometrische  Reihe. 

Für  unsere  Zwecke  muß  der  log  II  +    —       — -)  oder  die 

x  _\ x.  ^  a'^ 

Größe  -?—      — -,  d.  i.  die  Größe  up  mit  p  unendlich  werden. 

p 

Man  muß  also  zuerst: 

up  >~  1 . 

Weiter  muß  sein  lim  -~  <T  1.     Drittens  muß  sein 
kp 


Xp  II  p 


Endlich  muß  die  Reihe 

"       1 

y  — 

für  p  =  oo  verschwinden,  d.  i.   die  Reihe 

konvergent  sein.     Unter  diesen  vier  Bedingungen  wird  der 

a 

limÄ  =  3C   /  daq[a)  sin  W[a) , 

o 

wenn  q(cc)  hinreichend  langsam  Null  wird,  divergieren.    Nach 
dem   Olivier- Abelschen   Satz53)    muß   lim  -~-  [841  Null   sein, 

Xptlp 
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wenn  die  Reihe  mit  dem  Gliede       —  konvergieren  soll.     Betet 
man  also  x^ 

hp  =  - — 
p  p 
nnd  wie  oben 

Xp—\  Xp  =  Up_\Xp 

so  reduzieren  sich  die  Bedingungen  für  die  u  und  v  auf  diese- 

1.  lim  u p  =  oo. 

2.  vp  ist  das  Glied  einer  absolut  konvergenten  Reihe. 

Denn  die  Bedingung  lim  -f— <T1|  welche  lautet: 

hp 

lim^— >— <1 

i/>_l    1  +  Z^_i 


ist  schon  durch  1.   erfüllt. 


40.   Über  die  allgemeinere  Frage :   Wie  rasch  kann 

a 

P .     ...  sin  a  /i 
überhaupt  das  Integral    lrfa/(«)—   —  mit   //  unendlich 


o 
werden? 


Um   nun   schließlich   die    hieraus    entspringende    Frage    zu 
erledigen,  wie  rasch  überhaupt  das  Integral 

(i 

sin  et  h 


/  da  sin  T(a)  — 


o 
mit  h  unendlich  werden  kann,   so  hat  man  zu  benutzen,    daß 

a 

f,      .     ._..   ,  sin  ah 

I  da  sin  lP(a) 

,/  a 

o 

l[l  +  Up-l) 

endlich  bleibt.     Wir  haben: 

//p=r^r  =  -1     (i+Wo)(i  +  Ul)...(l  +  %       . 

85    und  dürfen  .r0  =  1  annehmen.     Die  Aufgabe  ist  aus  der 
Beziehung 
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IL  (i  +  «o) 


=  n 


1 V 

das  größtmögliche  Unendlich  von  1(1  +  up—\)  =  /(/«)  darzu- 
stellen, welches  entsteht,  wenn  den  u,t  und  vv  alle  ihnen  durch 
die  oben  gefundenen  Bedingungen  (daß  uv  mit  p  zugleich  be- 
liebig rasch  unendlich  werde,  und  daß  vp  das  Glied  einer  unbe- 
dingt konvergenten  Reihe  sei)  gestatteten  Formen  erteilt  werden. 
Nimmt  man  die  Logarithmen  an  beiden  Seiten  und  bringt 
die  Gleichung  in  diese  Form : 

1(1  +  ^_i)  =  lh  -  1^/(1  +  uq)  +  l~\ 

so  sieht  man  zunächst,  daß  1(1  -\-  up-\)  jedenfalls  nicht  >=-  lh 
sein  kann.     Sehen  wir  zu,    ob  es  r^ilh  gedacht  werden  darf. 
Man  schreibe  der  Kürze  halber: 

1(1  -f-  w,_i)  =  wq ,     vp  =  yp ,    wo  yp  -<  1 , 

1 
und  bringe  obige  Gleichung  in  die  Form: 

i  +  ^ — +-^M    I 

wg  wp    r(p)yP) 

Um  das  Resultat  wpr^>lh  zu  erhalten,  ist  es  am  günstig- 
sten, das  Unendlich  der  Glieder  in  der  Klammer  links  zu  ver- 
kleinern.    Wir    nehmen    das  Unendlich   von    y~    so  klein  an, 

P 
daß  l — ~- — r^lp.     Wird  jetzt  noch  angenommen  iv„r^eMP, 

r(p)yp 

so    ist   der  Limes    des    zweiten  Gliedes  in  der  Klammer  (dem 

im  Falle    w.p  =  eMf    die  Form  — ^ —   erteilt  werden   kann) 

eM  —  1 

ein  endlicher.     Der  des  dritten  Gliedes  ist   es  natürlich  auch, 
es  ist  also  für  wp~  eMp  auch  wpr^lh. 

86    Daher   lh   wirklich  das  größtmögliche  Unend- 
lich jenes  Integrals: 


vp 


vorstellt. 


/ 


.  sin«/* 

de.  sin  T  «  
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Somit  wird  das  Integral 


f .     ,.   ,  sin  uh 
J=ldaf(a)——, 


falls  f[a)  =  o(a)  sin  *P(a)  gesetzt  wird,  und  o  a)  -<  1 ,  durch 
Ih  dividiert,  stets  den  Limes  Null  haben,  wird  aber  durch 
l[h)-<ilh  dividiert,  einen  unbestimmten  Limes  haben  können. 

Dies  Resultat  wird  auf  eine  beliebige  integrier- 
bare Funktion  f(a)  auszudehnen  sein,  weil  keine  Funk- 
tion möglich  ist,  die  ein  rascheres  (periodisch  wiederkehrendes 
Wachsen  des  Integrals  ergeben  konnte,  als  die  in  diesem 
Artikel  abgeleitete  sin   'F(a). 

Jetzt  läßt  sich  auch  feststellen,  bei  einer  wie  kleinen 
Null  von  q[x)  in  f(x)  =  q (x) cp (x) ,  limeSj--,, (f  x)  von  Null 
und  unendlich  verschieden  angenommen,  zuerst  di- 
vergente Fouriersche  Reihen  auftreten.  Ähnlich  wie 
Art.  37  hat  man  für  o[x)  die  Bedingung  zu  erfüllen: 

q(x)1(1  +  2p->)>-1, 

wo 

p-1 

■'V  •  11  U  +  "p-i)  =  -'u 

o 

ist.     Setzen  wir  ferner  q(x)  =  r(lx)}  so  haben  wir: 

oder,  wenn  das  Intergral  mit  sin  W(a)  wie  1h  unendlich  werden 
soll,  muß  sein:  r(wp)  1(1  +  2^-1)  >-  1.  Nun  ist  festzustellen, 
für   welche    am   langsamsten   unendlich   werdenden  Funktionen 

wt   man    wp  r^>    >  ,r     hat     Führt   man   statt   der   Reihe    ein 

Integral  ein,  so  findet  man  leicht  voB  =  c"i\  woraus  p(<  ■*  ■  p  >- 1, 

und  endlich:    ?(«)> —  sich  ergibt. 

Z  — 

a 

87  Während  also  in  den  Art.  37,  38  für  das  endlich 
bleibende  Verhältnis 
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a 

sin  ah 


1       l'i       ■     m       9in' 
/  da  Sin  T \a\ 

VThJ 

gefunden  wurde 


V'1' 

T        a 


so  hier  für  den  endlichen  Limes 

a 

1    /',      .  .r.,  .  sinaA 

,,      da  sin  l/J  («)  — 
///./  (C 

0 

die  Bedingung 

Und   für    irgend  eine  Funktion    f[x)  =  q (x) (p (x)    (wo 
,/  x    -^  1),    wird   man    Divergenz    des   Integrals  J  erst 

für    q{x)I  —  >=- 1   erwarten  können. 


41.   Stetigmachung  der  schematisierten  Punktion   W. 

Sie   wird   zunächst    mit   beliebig  vielen  Differential- 

quotienten  stetig  gemacht. 

Nun  sei  LP\(a)  eine  Funktion,  die  sonst  überall  gleich  lP(a) 
ist,  und  die  nur  in  den  Intervallen  [xp  —  sp  . . .  xp  -\-  t'p)  anders 
bestimmt  werden  soll.     So  hat  man: 

a  a 

/',       ...    ...  .     sin  ah         f.       ...     .„.  .sin  ah 
Jaua)sm  lPi(«J =   /  daQ[a)  sin  T(a) 
a             J                                      a 
o                                                      o 

xp  +  *'p 

p  =  oo       /**  ,      * 

+  J^  I  <*«  —  sin  ah  {sin  «P,  (o)  —  sin  V[a) }  , 

1.1  a 


JP      eP 

wenn  man  der  Bequemlichkeit  halber  annimmt 
xi  +  *  i  <  a  <  a-0  —  «o  • 


HO  Paul  du  Bois-Keymond. 

Die  Summe  rechts  können  wir  schreiben: 

P=if°  w  (f  -4-  f'\      PZ^Z  q[u) 

y       '  "  =2^'+*'"  ^/^«/'{^"^(aj-sin^ä)}. 


wo  Wp  endlich  bleibt  auch  für  p  =  oo.  Nun  kann  man  aber 
«p  und  t'p  stets  so  wählen,  daß  die  vorstehende  Summe  end- 
lich bleibt.     Natürlich  muß  tv  <C  •'>  angenommen  werden,   und 

setzen   wir  noch   ep  =  £p,    so    braucht  nur  ^     '    endlich   zu 

sein,  was  vollauf  erreicht  wird,  wenn  man  z.  15.  ^,  =  <  setzt. 
Dann  also  geht  aus  der  Gleichheit  eingangs  dieses  Artikels 
hervor,   daß  die  Integrale 

a  a 

88         P  .    .  sin«//        /'         ...     .,.,     sin«// 

/  i]((o(«)  sin  'ii(«)  -      — .      /  'J((o[a)  sin  T  («)  - 

0  u 

beide  mit   //    unendlich  werden,    während    die  Funktion   '/ 
in   den    Intervallen    [xp  —  sp  . . .  .'^  +  £/>)    nocb   ganz   beliebig 
ist.     In  diese  Intervalle  fallen  die  Sprünge  der  Funktion  ;/ 
und  wir  können  nun  ohne  weiteres  die  Funktion  7'",  a]   so  an- 
nehmen, daß  nicht  allein  sie,   sondern  auch  beliebig  viele  ihre 
Differeutialquotienten  im  ganzen  Intervall  Za^xp-\-€p 

stetig  sind,  wie  dies  aus  der  Interpolationstheorie  bekannt  ist. 
Es  sei  z.  B.  die  Stetigkeit  von  W{  a]  und  von  m  Differential- 
quotienten  dieser  Funktion  im  Intervall  xp  —  sp ;  a ;  ~r  f p 
verlangt,  so  setzen  wir  in  diesem  Intervall : 

Wi[a)  =  Sp{a)  =  a{0p)  +  «af  +  a*a?]  H ' 

Für  ((  ^>xp  -\-  ep  ist  zunächst  'P\(a)  =  ÄpOt,   für  a  <C-'>  — 
ist  zunächst  lP\{«,  =  hp+i<x.     Man  hat  also  die  Koeffizienten 
in  Sp     so  zu  bestimmen,  daß  die  Gleichungen  erfüllt  sind: 
Sp[xp  —  ep)  =  hp+i(xp  — 

»Sp    '',,  —  Bp)  =  fep+i 
-  Äp 

=  0;    r  =  2J   3,  ...  m. 

Da  dies  2  m  -f-  2  Gleichungen  sind.  SO  darf  n  nicht  kleiner 
als  2w  +  l  sein.      siehe    Tat'.  [IIa, 
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42.    Stetigmachung    der  Funktion   'f;.      Sie    wird    durch 

eine  mit  allon  ihren  Differentialquotienten  stetig  ersetzt. 

Vorbereitung. 

Schließlich  wollen  wir  noch  zeigen,  wie  man  eine  Funk- 
tion ^(«)  an  die  Stell«-  von  ¥"(a)  setzen  kann,  die  im  Intervall 
0  <d  a  <C  a  mit  allen  ihren  Differeutialquotienten  stetig  ist. 

Während  wir  im  vorigen  Artikel  die  bei  Annäherung  an 
a  =  0  unbegrenzt  oft  springende  Funktion  '/'  a  durch  eine 
stetige  Funktion  lP\{(()  in  der  Weise  ersetzt  haben,  daß  wir 
in  die  Funktion  *F(a)  in  der  Umgebung  der  Sprungstellen 
stetig  sich  ändernde  Strecken  einfügten,  so  wollen  89^  wir 
jetzt  anders  verfahren.  Man  kann  die  unstetige  Funktion  nach 
der  von  Fourit  r  herrührenden  Methode  durch  darstellende 
Formeln  ausdrücken,  wobei  die  unstetige  Funktion  als  Grenze 
einer  stetigen  sich  darbietet,  in  deren  analytischem  Ausdruck 
ein  Parameter  einen  Grenzwert  erhält.     Setzt  man  z.  B. 

6  k(6— x) 

f{x,  k)  =  ^=   I  da  rp («) fce"*2**-*)2  =  -—  Idacp  \x-\- -*He_ß% 

a  k(a— x) 

so  erhält  Umji=a)f(x,  k)  für  a  <^x  <^b  den  Wert  g>(x),   und, 
wenn  x  außerhalb  dieses  Intervalls  liegt,  den  Wert  Null. 
Betrachten  wir  ferner  dies  Integral: 

if>p(x,  k)  =  —     fdu  ahp  ■  k%pe-k2**l°-4% 

welches  in  das  erstere  durch  Vertauschung  von  (rfip,  fr/.{l, 
xp-i,  xp  mit  cp[ct),  k,  ä,  b  übergeht,  so  wird  es  im  Intervall 
xp  <^  a  <^  x;)_i  gleich  xhp,  außerhalb  Null  werden,  wenn  k 
(und  damit  zugleich  kxp)  unendlich  wird.  Bildet  man  dann 
weiter  die  Summe: 

p  =  oo 

^Jy>p{x,ty, 

so  kann  man  darin  erstens,  wie  ich  sofort  zeigen  werde,  die 
y.p  stets  so  bestimmen,  daß  die  Reihe  konvergiert  und  unbe- 
grenzt oft  nach  x  differenzierbar  ist.  Eine  Reihe  mit  dem 
Gliede   Up  =  upc~l'p  konvergiert  u.  a.,  wenn: 

lim[»p+j  —  vp  —  [lup+i  —  lup)]  >>  0 
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ist.     (Um    dies  zu  beweisen,    bilde  man   -2—  mit 


", 


jjj)=6-(tp-logup)m 


Nun  geben  wir,  indem  wir  die  Bestimmungen  des  Art.  35 
hinsichtlich  der  Größen  xP ,  hp  festhalten.    ipp  x ,  k    die  Form : 

—  •  2p- l xp ä hp  ■  /.•  v.v c- ''■- *  Xp^ä^Xp^i. 

\  7t 

Es  ist  xpxp-\h  =  1,  und  da  ä^xp_i  i.-t,  so  ist  vor- 
stehender Ausdruck  höchstens  : 

90  ~  2^y.ye-h-y^A~- 

Die  Größe  u  —  sc)2  nähert  sich  mit  unendlich  werdendem 
l>  wachsend  der  Grenze  x2,  also  reduziert  sich  die  behufs 
der  Konvergenz  der  Reihe  —  )<'px,k'  zu  erfüllende  Bedingung: 

limJA;2x|+1(^-a;)|+1-Ä;2x»(S-x)i,-(log2+log^^)}>0 

auf: 

Ä-2/.2  lim  ("4+1  —  v-l)  -J-  h-  lim  x|+1  [(ä  —  x)$+l  —  (ä  —  x);] 

lim  (log  2  -flog  kf)>0, 

welche  z.  B.  für  xp  =  p  erfüllt  ist.  Dies  würde  sie  auch  sein, 
wenn  wir  irgend  einen  /?ten  Differentialquotienten  von  \jjf  x.  k) 
genommen   hätten    statt   dieser   Größe    seilet.      In    der   letzten 

Klammer  hätte  der  log--"1"1    den  Faktor  2n  +  1   erhalten.     - 


/ 


daß  allerdings  2't/yy, /.-l   beliebig  oft  differenzierbar  ist. 
<" =  :c 
Im  ganzen  hat  also    ^\''  x,  k    die  Eigenschaften:   erstens 

/'=■ 
zu  konvergieren,  zweitens  samt  unbegrenzt  vielen  l'ifferential- 

quotienteu   eine   stetige  Funktion  von  sc  zu  sein,   drittens   für 

/,■  =  oo .   falls  ./•  zwischen    r     und  .r,_,    liegt,    wo   /• —  1=^7, 

den  Grenzwert  xht   anzunehmen. 

43.   Stetigmachung  usw.     Einführung  der  mit  ihren 
sämtlichen  Differentialquotienten  stetigen  Funktion. 

Dies  festgestellt,  wollen  wir  die  Funktion  ;/'"2  t  am  folgende 
Weise    bestimmen.       Bie     unterscheidet     sieh    von     der    eben 
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diskutierten  Summe  nur  dadurch,  daß  auch  k  in  jedem  < Uiede 
verschieden  ist.  Indem  jedoch  k{  <^  k2  <^  ...  angenommen 
wird,   hat  die  Summe 

¥2(x)  =  2ifjp(x,kp) 

die  eben  hervorgehobenen  drei  Eigenschaften  ebenfalls.  Die 
kp  bestimmen  wir  so.      Wir  unterscheiden  die  Intervalle 

•  ..{xs-\-ei...x2-  H-£2...Si—  ei),  {xi-\-E1...x0—  «0), 

die  wir  mit  ...   i$,   /•>.   /(    bezeichnen  nnd  diese: 

91        ...  (x3  —  «3  .  . .  Xi  +  £3),     (x2  —  e2  . . .  Xi  +  £2), 
'i    -  e,  .  .  .  .r,  +  et,    './•(,  —  60  .  .  .  b0)  , 

die  wir  mit  . .  . /3,  j2,  /j,  y0  bezeichnen. 

Irgend  eine  der  Größen  ipit{x,k)  ist  in  bezug  auf  ihre 
Veränderung  mit  .'•  beschaffen  wie  folgt.  Bilden  wir  den 
Differentialquotienten : 

*p-i 

dil'pLv,  k) 


2     r 

=  —=:    I  d  «  «  h„  ■  &3  x2  («  —  x)  e-*2^  («- 


-X) 

dx 


p 


so  ist  er  positiv  in  sämtlichen  Intervallen  ip+i,  *p+2»  •  •  •? 
negativ  in  den  Intervallen  ip—\,   ip— 2,   .... 

Jetzt  bestimmen  wir  eine  Größe  Äj,  so,  daß  i/>p(£,  /^,)  —  %hp 
im  Intervall  tp  numerisch  kleiner  als  dp  sei,  und  daß  in  allen 
übrigen  Intervallen  i!',Jx,  kp)  selbst  dp  nicht  erreiche,  was  immer 
möglich   ist,    da  für  k  =  00    beide   Größen:    ifjp[xyk) —  xhp, 

,  k  ,  wenn  x  in  den  bezeichneten  Intervallen  befindlich  ist, 
verschwinden.  Um  die  zweite  Forderung  zu  erfüllen,  wird  es 
genügen,  wenn  dp  durch  ip[xp — sp,kp)  und  ii.>(xp-l-\-e,p^i1  kp) 
nicht  mehr  erreicht  wird.  Wenn  nun  diesen  Bestimmungen 
gemäß  k{,  k-2,  ...  in  allen  Größen  t/'jfrc,  Ärt) ,  i/'2(#,  k-2\  ... 
gewählt  sind,  so  setzen  wir: 

^{x)^  ^ip[x,kp) 

P=i 

und  habeu  in  irgend  einem  Intervall  ir  : 

W2(x)  —  W{x)  <  dx  +  d2  H in  infin. 

Die  Größen  d\,  ö*2,  ...  stehen  in  unserem  Belieben.  Setzen 
wir  c»!  =  |<y,  6%  =  -i-d,  0*3  =  ^d, . . .,  wo  d  ein  vorgeschriebenes 
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beliebig  Kleines  vorstellt,  so  gelangen  wir  zu  der  Einsieht,   daß 
es  eine  Funktion  von  x 

xP-i 

f--.-p(a-xY 


1      v  /* 


~p 

gibt,  die  unbegrenzt  oft  nach  x  differenzierbar  ist, 
und  in  den  Intervallen  i\,  /2,  ...,  welche  sich  beliebig 
nahe  an  die  Intervalle  (x,  .  .  .  x0),  (x%  .  .  .  ./,:.  ...  an- 
schließen, die  Funktion  'F  bis  auf  einen  Fehler  unter 
vorgeschriebener  Grenze  d  darstellt55). 

92      44.  Stetigmachung  usw.     Nachweis,  daß,  :/\  an  die 

Stelle  von  lF  gesetzt,  das  Fouriersche  Integral  gleichfalls 

einen  divergenten  Limes  hat. 

Die  Differenz   l/V-'"J  —  *P  '     nat  ni1  Intervall  i,  noch  fol- 
gende Eigenschaft.     Sie  besteht  aus  deu  Teilen: 

p—r—  1  p=a> 

^    V  >p  iX  i  kl>)  ,      U>r  iX ,  kr)  —  ifJ  {X) ,         ^ '  ' 
p=  }'  =  r+l 

Der   erste   Teil  hat   wegen   x^>a   eineu   negativen  Diffe- 
rentialquotienten, der  dritte  einen  positiven  und  der  mittlere  Teil: 

•v-1 

-—    I  da  ■  ch    ■  -      —  xk, 

I  n     ' 

hat  im  Intervall  xr  <^  x  <^  xr—  l  nur  ein  Maximum. 
Dann  die  Größe: 

l  b 

/l      /' 
daat  -.-■'■-.-■-  =  / 

J 

d  a 

besteht  aus  zwei  Faktoren,  von  denen  der  erste  von 

b 

e.-h"':  abnimmt,   der  zweite   \<m   /  bis     / 

.'  J 

a 

zunimmt,    beides   in    einer  Weise,    daß   zwischen  den  Grenzen 

a,  b  höchstens   ein  Maximum   oder  Minimum   sein  kann.     Dann 

ist  alter  ein  Maximum  vorhanden,  denn  der  DifFerential- 
qnotient : 
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■2y-  fdaa{a      x  ,-:H«-*f 


ist  positiv  für  x  =  a,  negativ  für  x  =  b. 
Wir  können  also  setzen: 

■•!>■  ,-)  +  J,  +  J,  +  Jz 

93  wo,  während  x  ein  Intervall  /,,  durchläuft,  eines  der  // 
nur  zunimmt,  eines  nur  abnimmt,  und  eines  höchstens  ein 
Maximum  durchläuft. 

Nun  ersuche  ich  den  Leser,    einen  Blick  auf  die  Analyse 
des  Art.  36  zu  werfen.      Wenn  wir  das  Integral 


/ 


.  sin«/*, 

da  sin  i  •_>(")  — 


o 
wie  dort  das  Integral 


/ 


.  sin  ah,, 

da  sin  T[a)  — 


o 

zerlegen  in  die  Teile : 

xp-\ 


/+/+/> 


u         XP    xp-\ 

so    läßt    sich   von    den   beiden  äußeren  zunächst   ganz  ähnlich 
wie  dort  zeigen,  daß  sie  für  p  =  oo  verschwinden. 
Denn  z.  B.  das  Integral 


f 


2-1 

'da 

sin  [ahq  +  d\  -—  ~f  >  +  ^3)  sin  cchp 


xq 
kann  mit  Hilfe  des  zweiten  Mittelwertsatzes,  und  indem  man 
bedenkt,  daß  die  Größen  Jp,  cos  Jp  zwischen  den  Grenzen 
der  Integration  nicht  unendlich  oft  vom  "Wachsen  zum  Ab- 
nehmen oder  umgekehrt  übergehen  können,  in  eine  endliche 
Anzahl  Teile  der  Form 


sin  u  (hp  —  hq)       sin  a  [hp  +  hq) 


hp  —  hq  hp  -f-  hq 

8* 
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zerlegt  werden,  wo  /.  endlich  ist  und  */.  und  /j   dem  Intervall 
angehören,  welches  die  Grenzen  des  Integrals  einschließen. 
Was  das  mittlere  Integral  betrifft,  so  hat  man: 

2  I  da  sin  (uhp  -\-  —  d)  sin  ahp 
*P 
xp—\  V-i 

=  /  —  (1  —  cos  2  hp  a)  cos  1J  +   /  - —  sin  2  hp  c  ■  sin  2  J . 


Xp 

[94]  Der  Teil 


J  a 


cos  -  J 


wird,  da  cos  —J  von  1  beliebig  wenig  verschieden  gemacht 
werden  kann,  mit  p  unendlich.  Der  Kest  wird,  wie  abermals 
mit  Hilfe  des  zweiten  Mittelwertsatzes  leicht  zu  zeigen,  Null 
für  p  =  oo. 

Es   ist   also   im   ganzen  nachgewiesen,    daß  der  Limes/,=cc 
des  Integrals : 

a  xp-\ 

f  da\ Q[a)*\n  %  Jdß*WW-™?-a)i\^ 
o        L  v=\  Xp  J 

divergent  ist,  falls  q(cc)  eine  ähnlich  wie  Art  37  zu  bestim- 
mende, mit  a  verschwindende  Funktion  vorstellt.  Es  ist  dann 
die  Funktion 

f{a)  ==Q(a)  sin  ]g  J  dßW{ß)ypt 


im  Gebiete    0  <Z  a  ^  a    samt    ihren    sämtlichen    Differential- 
quotienten stetig. 
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95  Srhliilibclntchtiingeii. 

Die  vorstehende  Abhandlung  zerfällt  wesentlich  in  drei  Ab- 
teilungen,  vmi  denen  die  erste  u.  a.  in  einer  bestimmten  Richtung 
den  durch  die  bisherigen  Untersuchungen  gestatteten  Spielraum 
für  die  Darstellbarkeit  der  Funktionen  durch  Fouriersche  Reihen 
und  Integrale  erweitert,  die  dritte  Abteilung  dagegen  die  bisher 
gewöhnlich  vermutete  Ausdehnung  jenes  Spielraums  beschränkt, 
indem  die  Bedingungen  entwickelt  werden,  unter  denen  eine 
Funktion  in  einem  Punkte  nicht  darstellbar  ist.  Beide  Unter- 
suchungen, die  der  ersten  und  die  der  letzten  Abteilung,  geben 
Veranlassung  zu  gewissen  ergänzenden  Betrachtungen,  mit  denen 
wir  die  Abhandlung  schließen  wollen. 

I. 

Soweit  der  erste  Teil  der  l'ntersuchung  sich  mit  der  Er- 
weiterung der  Bedingung  für  die  Darstellbarkeit  beschäftigt, 
kann  sein  Ergebnis  so  ausgedrückt  werden: 

Wenn  eine  Funktion  f(x)  in  den  in  Betracht  kom- 
menden Intervallen  integrierbar  ist  und  außerdem 
in  einer  beliebig  kleinen,  einen  Punkt  x  =  xx  um- 
gebenden Strecke  sich  auf  die  Form 

f[xi)  =  f{xl)  ~l~  Q[x  —  #i)  •  COS  lp(x  —  Xj) 

bringen  läßt,  in  der  q[x)  und  i{i{x)-x  mit  x,  ohne  un- 
endlich viele  Maxima  zu  durchlaufen,  verschwinden, 
so  ist  f{x{]  durch  eine  Fourier&c'h.Q  Reihe  oder  ein 
Fouriersches  Integral  darstellbar. 

96  Dieser  Satz  ist  offenbar  nur  ein  erster  Schritt  in  einem 
für  die  Darstellbarkeit  neu  zu  erwerbenden  Gebiete.  Ich  werde 
dies  sogleich  näher  ausführen.     Bilden  wir  die  Reihe 

Qx[x)  COS  lpi[x)  -\-  Qz[x)  COS  l/A>  [x)  +  •  •  •  , 

nehmen  an,  daß  die  qp  sich  in  die  Form  //^o^x)  bringen 
lassen,  wo  2fj.p  eine  unbedingt  konvergente  Zahlenreihe  vor- 
stellt, daß  die  Größen  \pp  ohne  Maxima  für  x  =  0  unendlich 
werden,  und  in  der  Strecke  0  ^  x  !5S  a  zwischen  zwei  ebenso 
unendlich  werdenden  Funktionen  ipu{%)}  4>o[x)  eingeschlossen 
sind:  so  wird  es,  wie  aus  dem  erwähnten  ersten  Teile  dieser 
Abhandlung  ohne  weiteres  folgt,  stets  so  große  Werte  von  // 
geben,  daß  das  Integral 
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a 

sin  a  h 


/< 
du(j'p(u)  cos  ipp(tc) 

o 

für   jeden  Wert    von   p    unter   eine   beliebig    kleine    endliche 

Grenze  sinkt,  und  dann  muß  auch 

a  _ 

C  7    /pxtt  1 1  \  ,  .  \sinaA 

hmh  =  coJ  da  |  £  Qp[a)  cos  *M")  I  =  ° 

o  P=1 

sein.  Dies  ist  die  naheliegendste  Verallgemeinerung  der  im 
obigen  Satze  gestellten  Bedingung.  Es  schließt  sich  daran 
eine  doppelte  Aufgabe. 

Einmal  kann  gefragt  werden:  Gibt  es  nicht  allgemeinere 
Bedingungen  für  die  Funktion  ipp(cc),  wie  die  eben  angeführte? 
Mit  anderen  Worten:   Unter  welchen  Umständen  wird 

a 

('       ...  sin  cch 
lim  I  dccf(a) =  0 


ii 


j/=CO 


sein,  wenn  /"(«)  die  Form  ^  Qr(c()  cos  ip{p,  a)  hat,  und  jedes 

Paar  Qp(a),  ip(p,o)  den  bisher  bei  (>  (c^ .   <  .  orausgesetzten 

Gang  hat?     Die    97    andere  Frage  ist:    Durch  welche  Funk- 
tionen kann  der  Cosinus  ersetzt  werden? 

Mit  der  zweiten  Frage,  die  übrigens  schließlich  auf  die 
erste  zurückführt,  habe  ich  mich  beschäftigt  uud  will  darüber 
einiges  mitteilen. 

Wir  nehmen  statt  des  Cosinus  ciue  Funktion: 

CO 

lj  (./•)  =    ^  ;tp  C<>> 

1 

an,  unter  /<y,  das  Glied  einer   unbedingt  konvergenten  Zahlen- 
reihe verstanden.     Bilden  wir  jetzt  die  Reihe: 

xrr         /   >        ,        /  vw  Sin  ah 
>  tipQ(a)<ios(pip(a))— — , 

p=i 

so  ist  sie,  weil  q(k)  cos  p </'(«)  —  für  a  =  0  endlich  bleibt, 

von  0  an  integrierbar,   und  man  hat : 
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u  u 

/,  v     r    /  >nsinotÄ        -^7      /' ,      ,  .        .    ,,  ..sin«/* 
>/«Q{c()(p[if.>{a)}--((    ■=->/V/  f!<(u{a) cos (jnfj(a))   — 

Schieiben  wir  die  rechte  Seite 

oo 

i 
so  fragt  es  sich,  ob : 

CO  00 

lim/,  =  co  ^ ' fjLpXv[a)  =  ^r/ttplimA=0o  A(A)  =  0 
i  i 

ist.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  die  Reihe  —  /f^-,.  h  nicht 
nur  für  //,  <^  oc ,  sondern  auch  für  //  =  oo  vollständig  kon- 
vergent ist  (was  andere  gleichmäßig  konvergent  nennen).  Und 
dies  wird  wiederum  stattfinden,  wenn  Äp(A),  wie  auch  p  und/« 
gleichzeitig  oder  nacheinander  unendlich  werden,  endliche 
Grenzen  nicht  übersteigt. 

Das    sukzessive    Uneudlichwerden    von  p    und  //    ist  rasch 
erledigt.     Denkt  man  sich  in : 

[98!  .  /'  sin«// 


lp  h    —  I  d  a  o  (a)  cos  p  */>(«)  — 


li  endlich  und  p  unendlich  werdend,  so  verschwindet  dies 
Integral  nach  dem  ersten  Hauptsatz,  da  man  einen  beliebig 
kleinen  Null  enthaltenden  Teil  des  Integrals  abschneiden  kann, 
und  im  Reste  für  ip(cc]  eine  neue  Veränderliche  eingeführt 
werden  darf,  ohne  daß  die  Grenzen  unendlich  werden.  Bleibt 
p  endlich,  und  wird  h  unendlich,  so  verschwindet  das  Integral, 
ebenfalls  wegen  des  ersten  Teils  der  Abhandlung. 

Komplizierter  ist  die  Untersuchung  des  Falles,   wo  gleich- 
zeitig p  und  //  unendlich  wird,  die  in  die  Teile 

V  %  '' 
zerfällt.    Am  leichtesten  wird  man  mit  dem  Fall  pT^h  fertig, 

weil  alsdann  die  Gleichung  ip'[c(x)  -\ =  0  (Art.  1)  für  hin- 
reichend große  Werte  von  p  keine  Wurzel  zwischen  0  und  a 
hat.  Im  Falle  p~<.h,  liegt  dort  eine  Wurzel,  und  man  muß 
alsdann,  ähnlich  wie  bei  der  Untersuchung  des 
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a 

sin  ah 


l'  i       ,  \  ,   .  sin  c 

hni  /  dcco(uj  cos  ip[a)  - 


mehrere  Zerlegungen  anwenden  und  die  infinitäre  Auflösung 
gewisser  Gleichungen  benutzen.  Im  ganzen  nimmt  die  Unter- 
suchung des  Integrals  mit  cos J)lp[a)  nicht  weniger  Raum  ein, 
als  die  mit  cosi//(«)  allein. 

Man  kann  aber  noch  weiter  gehen,  indem  man  für  die 
Funktion  <p(x)  nicht  die  Form  ~;ip  cospx  voraussetzt,  wonach 
(p(x)  stetig  ist,  sondern  annimmt,  daß  rp[x)  eine  durch  eine 
Sinus-Cosinus-Reihe  dargestellte  Funktion  ist,  welche  beliebig 
viele  Unstetigkeiten  besitzt,  die  nur  nicht  in  jedem  kleinsten 
Intervall  vorkommen  dürfen.  Wenigstens  finde  ich  diese  An- 
gabe, allerdings  ohne  nähere  Begründung,  in  meinen  Notizen 
aus  einer  Zeit,  wo  ich  eine  Übung  und  Sicherheit  in  dergleichen 
[99]  Untersuchungen  besaß,  welche  man  leider  nur  durch 
steten  Gebrauch  dieser  Eigenschaften  sich  erhalten  kann.  Das 
zu  untersuchende  Integral  ist  in  diesem  Falle  ein  anderes,  und 
man  erhält  es  durch  Summation  der  Sinus-Cosinus-Reihe. 

Mit  der  so  als  darstellbar  nachgewiesenen  oder  nachzu- 
weisenden Funktion  o(«)'/  0p(a))  kann  man  alsdann  wieder 
andere  Funktionen 

2Qp[a  >,      • 

zusammensetzen,  und  ich  glaube,  daß  wir  hiermit,  wenigstens 
in  allgemeinen  Zügen ,  die  Ergebnisse  hinsichtlich  der  Dar- 
stellbarkeit der  Funktionen  durch  Fouricrsche.  Darstellungs- 
formeln,  welche  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  zu  erreichen 
sind  oder  sein  mögen,  erschöpft  haben. 


11. 

Das  Hauptergebnis    des    dritten   Teils    dieser    Abhandlung 
ist  die  Bemerkung,  daß  das  Integral 

a 

/,     .    >sinaA 

o 
für  h  =  co  einen   divergenten  Limes  haben  kann,   auch   wenn 
f(x)   für    x  ^  0    stetig    ist.      Geben    wir    diesem  Ergebnis    die 
Form,  daß 
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+  i> 


lim;,  =  00  /  daf  a 


sin  //  ((  —  x) 


auch  im  Falle  f[x  im  Intervall  — a  ■  ■  •  -f-  b  stetig  ist,  für 
x  =  o.  statl  . f/ "(0)  zu  geben,  ein  zwischen  unendlichen  Grenzen 
unbestimmtes  Resultat  liefern  kann,  so  können  wir  diesen 
Satz  unmittelbar  auf  die  Foun'er&chen  Daratellungsformeln  be- 
ziehen. 

Es  könnte  hier  ein  Einwand  versucht  werden,  der  aller- 
dings aus  einer  etwas  zurückgebliebenen  Auffassung:  des  Funk- 
tionsbegriffs entspränge,  dem  ich  aber  doch  sogleich  zu  be- 
gegnen für  ratsam  halte.  Man  könnte  100  nämlich  einwerfen, 
daß  die  Nichtdarstellbarkeit  von  f'x)  =  o[a)  sin  W(cc)  für 
a  =  0  ganz  und  gar  nichts  Neues  an  sich  habe,  da  ja  die 
Funktion  J/J(«)  im  Punkte  «  =  0  unendlich  sei,  und  somit 
der    Sinus    seinen    Sinn    verliere.      Läge   z.  B.    die   Funktion 

x  sin —  vor,  so  sei  für  x  =  0  der  sin         ein    Zeichen    ohne 

x  l    x 

Bedeutung,  wie  ja  mit  dem  Zeichen  — ,  wenn  unter  Null  die 

Abwesenheit  jeglicher  Größe  verstanden  wird,  auch  kein  Sinn 
verbunden  werden  könne. 

Indessen,  wie  angedeutet,  ist  auf  Grund  des  richtigen 
Funktionsbegriffs  dies  Bedenken  leicht  zu  beseitigen. 

Ich  will  darauf  kein  Gewicht  legen,  daß  man  analytisch 
den   Sinus,    der   doch   durch   Umkehrung    eines    algebraischen 

Integrals  erhalten  wird,  auch  so  definieren  kann,  daß  x  sin  — 

für  ./•  =  0  Null  ist;  denn  in  unserer  Funktion  q[<x)  sin  *P(a) 
ist  *F(«)  eben  keine  hinreichend  einfache  Funktion,  um  daran 
ähnliche  Operationen  durchführen  zu  können. 

Nun,  wenn  ich  überhaupt  von  einer  Funktion  spreche,  bin 
ich  alsdann  an  einen  analytischen  Ausdruck  gebunden,  oder 
ist  sie  nicht  vielmehr  gegeben,  wenn  ich  festgesetzt  habe, 
welchen  "Wert  sie  für  jeden  numerischen  Wert  ihres  Arguments 
vorstellen  soll?  Jetzt  bestimme  ich  eine  Funktion  fix)  durch 
die  Bedingungen: 

1.  f(0)  =  0; 

2.  Für  x  ;==:  0  sei  f(x)  =  o(x)  sin  *F[x)  im  Sinne  des  Art.  35. 
Diese  Funktion  ist  für  ein  den  Punkt  x  =  0  enthaltendes 
Intervall   stetig,   für    ein    ähnliches   Intervall   unter  Ausschluß 
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des   Punktes   x  =  0   sogar   mit   ihren    sämtlichen   Differential- 
quotienten  stetig,  und  gleichwohl  für  sc  =  0  nicht  darstellbar. 

Man  kann  übrigens  aus  der  Funktion  q  x  -in  l/J"  x  noch 
andere  nicht  darstellbare  Funktionen  erhalten,  deren  Ent- 
wicklung nach  Fourieraehen  Keinen  oder  deren  A 
druck  durch  ein  Fdurieraches  Integral  in  jedem 
kleinsten  Intervall  unendlich  wird.  Dann  bilden  wir 
die  Funktion 

■i  n  >•   =  o  {sin pxj  cos  lF (sin j'j 

101     mit   der    Bestimmung   /  0   =  0,    so    ist    diese  Funktion 
für  jedes  x  stetig.     Gleichzeitig  gilt  von  dieser: 

F  [x]  =  ^  fip  o  (sin  px)  cos  lIJ  sin  px) . 

p=i 

Setzt  man  endlich  : 

+  B 

sin  li  a  —  x 


H[x)  =  lim/(  =00  /  da  F(a) 


Cl  —  X 


so  hat  die  Funktion  in  jedem  kleinsten  Intervall  einen  Tunkt. 
in  dem  sie  unendlich  ist,  oder  genauer,  die  fxp  können  sl  - 
so  bestimmt  werden ,  daß  dies  der  Fall  ist.  Es  bedarf  das 
des  Beweises,  da  wir  zwar  die  Reihe  F  a]  gliedweise  inte- 
grieren können,  aber  den  Grenzfiber  gang  //  =  oo  nicht  ohne 
weiteres  gliedweise  ausführen  dürfen.  Nehmen  wir  eine  be- 
stimmte Reihe  —  u^  an  und  setzen  der  Kürze  halber: 

-  B 

f  \  ,    .  »  -r-        •  SiD   M"  ~X) 

h)  =  I  d et  o  (sin  p a)  cos  T  smpa  — , 

—A 

ferner 

s 

ii  .'■'  =  J^V>/V  [h]  =  il,  +  R  ■ 

wo 

u   —  NT        i:      -  XT 

i 

so  wird  die  Funktion  Hm  in  einer  Reihe  von  Punkten  mit  h 
unendlich.  Sollte  nun  zufällig  die  Funktion  R  in  denselben 
Punkten  gerade  so  anendlich  werden,  daß  das  Inendlichwerden 
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von  II, „  dadurch  aufgehoben  würde,  so  könnte  dies  nicht  mehr 
der  Fall  sein,  wenn  anstatt  i?,„  gesetzt  würde 

102    weil  die  unendlich  werdenden  Werte  mit  der  beliebigen 
Zahl   a    multipliziert  sind. 
Setzt  man  jetzt: 

'"1  Hl>  WI3 

/■■■  =^+  2  +  2+--- in  inrin-> 

mi+l 

so  wird 

"i       y  +  usw- 

'  rwi+l 

das  Unendlichwerden    von    ^    nicht    aufheben.     Weiter  wird 


i»a 


«2+  1 

das  von 

hl  i  »«2 


«2%       J^  + 

^  W2+  1 

l/ll  ). 

2  +  ^2 


mi+l 

nicht  aufheben,  u.  s.  f. 
Es  wird  also 

m\  n. «  »13 

Wl+l  »112+1 

in  jedem  kleinsten  Intervall  unendlich  werden.     Q.  E.  D. 


W!?WW!fWW??W!!W!?W 
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35)  Zu  S.  3.  Du  Bois-Reymond  sagt  »Zur  Gesch.  der 
trig.  Reihen«,  S.  13 — 14):  »Die  Arbeiten,  durch  welche  so- 
dann ich  an  diesen  [d.  h.  an  Dirichlcfs  und  Lipschitzs]  For- 
schungen mich  beteiligte,  hatten  zunächst  ganz  andere  Ziele. 
Die  trotz  seiner  unvergleichlichen  Feinheit  immerhin  besonders 
dem  Dozenten  fühlbare  Umständlichkeit  des  Dirichletachen  Be- 
weises, der  geheimnisvolle  Grenzfall  der  Fbwrwschen  Reihen, 
den  man  die  Fourieische  Formel  nennt,  welcher  mir  der  Schlüs-d 
zu  der  ganzen  Theorie  zu  sein  schien,  worin  ich  mich  denn 
auch  nicht  getäuscht  habe,  vor  allen  Dingen,  aber  die  Gewiß- 
heit, daß  die  Grenzausdrücke  der  Lösungen  partieller  Differential- 
gleichungen den  Fourieischen  Darstellungen  ganz  ähnliche  Eigen- 
schaften zeigen  müssen,  was  in  zahlreichen  Einzelfällen  schon 
bestätigt  ist:  Alles  dies  reizte  mich,  den  tieferen  Zusammen- 
hang dieser  analytischen  Erscheinungen  aufzusuchen,  einfache 
und  allgemeine  Integralsätze  als  ihre  gemeinsame  Grundlage 
aufzudecken.  Das  Ergebnis  war.  daß  die  Fourierschß  Dar- 
stellungsart, soweit  Diriclrfct  ihr  Strenge  erteilt  hatte,  ein  sehr 
spezieller  Fall  in  der  Tat  höchst  allgemeiner  Integralsätze  ist. 
Um  den  Beweis  hierfür  zu  leisten,  konnte  ich  mich  nicht  der 
Zerlegung  bedienen,  die  Dirichlet  auf  das  Integral  anwendet, 
in  welches  er  die  n  ersten  Glieder  der  Fouri&rachen  Reihe  zu- 
sammenfaßt. Das  neue  Beweisverfahren.  welches  die  allgemeinen 
Sätze  heischten,  nahm  die  Form  eines  neuen  Mittelwertsat 
an,  von  dem  schon  viel  geschrieben  worden  ist,  und  den  ich  bei 
dieser  Gelegenheit  nachdrücklichst  für  mich  in  Anspruch  nehme. 

»Mit  Hilfe    dieses    Satzes    beweist    man    in    wenigen    Zeilen 
die    allgemeinen    Sätze,    von    denen    der    Diricfüetsche    ein    be- 
sonderer Fall  ist,  und  zwar  unter  den  nämlichen  Bedingungen 
für    die    darzustellende    Funktion,    welche    er    zugrunde 
und  die  für  die  Anwendungen  vorläufig  genügen   werden. 


*)  Man  vgl.  die  oben  gegebene  Einleitung  zn  diesen  Anmer- 
kungen uud  Anin.  4    lieft  185 
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Mich  fesselte  aber  die  Theorie,  und  so  sali  ich  kein  anderes 
Ende  dea  Nachdenkens  über  diesen  Gegenstand  vor  mir,  als 
bis  ich  in  betreff  der  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  zu 
endgültigen  Aufschlüssen  über  folgende  Punkte  gelangt  sein 
würde.  Es  handelte  sich  um  die  Gültigkeitsbedingungen  für 
die  allgemeinen  Formeln,  welche  den  Fourierschen  analog  sind, 
und  von  den  für  diese  im  besonderen  geltenden.  Hinsichtlich 
letzterer  war  die  Hauptfrage,  wo  für  sie  die  Grenze  der  Gültig- 
keit zu  suchen  sei,  ob  schon  innerhalb  der  stetigen  Funktionen, 
oder  in  unseren  Vorstellungen  entlegeneren  Kegionen  der  Funk- 
tionenmannigfaltigkeit. Als  letztes  Ziel  leuchtete  mir  die  Auf- 
stellung einer  nicht  alleiu  ausreichenden,  sondern  notwendigen 
I'.edingung  für  die  Darstellbarkeit  durch  .Fowrwsche  Keinen. 
Diese  Probleme  sind  behandelt  in  einer  Keihe  von  Arbeiten, 
wo  sie  zu  gutem  Ende  geführt  sind.  Eine  notwendige  Be- 
dingung die  für  Darstellbarkeit  durch  Fouricrsche  Reihen  habe 
ich  allerdings  nicht  gefunden,  aber  ich  habe  an  besonderen 
Fuuktionsklassen  gezeigt,  was  sie  alles  leisten  müßte,  wo- 
durch die  Existenz  einer  solchen  Bedingung  in  Frage  ge- 
stellt ist.« 

Doch  sagt  Sachse*):  »Das  Irrige  dieses  Glaubens  [daß 
alle  stetigen  Funktionen  in  eine  Fouriersche  Reihe  entwickel- 
bar seien**)]  hat  Herr  P.  du  Bois-Reymond  aufgedeckt,  nach- 
dem er  nach  mannigfachen  vergeblichen  Versuchen,  den  Satz 
zu  erweisen,  zu  der  Ansicht  gelangt  war,  daß  er  wohl  nicht 
richtig  sei.  In  einer  weitläufigen  Untersuchung  [die  oben  ge- 
druckte dritte  Abhandlung]  werden  verwickelte  Bedingungen 
aufgestellt,  unter  denen  die  Fouriersche  Reihe,  welche  sonst 
die  stetige  Funktion  darstellt,  an  einzelnen  Stellen  nicht  mit 
den  Funktionswerten  übereinstimmt.  Da  wir  jedoch  den  Haupt- 
wert dieser  Untersuchung  darin  sehen,  daß  ein  erstes  Beispiel 
einer  solchen  stetigen  Funktion  gegeben  wurde,  so  werden  wir 
nur  am  Schluß  ein  einfaches  Beispiel  angeben,  welches  Herr 
Prof.  H.  A.  Schwarz  in  seinen  Vorlesungen  gegeben...  Das- 
selbe ist  zwar  in  dem  allgemeineren  du  Bois-Feymondschen 
Beispiel  formal  enthalten,  zeichnet  sich  aber  sowohl  in  der 
Anlage,   als  im  Beweise  durch  größere  Einfachheit  aus.« 


*;  A.  a.  0..  S.  245. 
**)  Dieser  Meinung  waren  Dirichlet  (vgl.  oben  S.  101,  Riemann 
und  Hankel    vgl.  Sachse,   a.  a.  0.,   S.  245;    Klass.,  Heft  153.  S.  60. 
109-110 . 
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Doch  müssen  wir  die  Tatsache  beachten,  «laß.  wie  wir 
aus  Anmerkung  49  sehen  werden,  das  du  Bois-Reymondache 
gewisse  wichtige  Vorteile  vor  dem  Schwarzsehen  Beispiel  hat. 

Auch  sagt  Sachse*)  von  dieser  du  Bois-Reymondachen 
Abhandlung:  »Dieselbe  scheint  mir  zu  keinen  greifbaren  Re- 
sultaten zu  führen.  Dagegen  sagt  //.  Lebesgue**  :  >L'etude 
du  tres  remarquable  Memoire  de  Paul  du  Bois-Reymond  doit 
etre  recommandex-  ä  tous  ceux  qui  veulent  approfondir  les 
questions  relatives  ä  la  convergence  et  ä  la  divergence  des 
series  de  Fou/rier. 

Diese  Abhandlung  enthält  auch  eine  Darstellung  des  du 
Bois-  Reymondsahen  »Infinitärkalkuls«,  die  in  der  neueren 
Mathematik  von  immer  größerer  Wichtigkeit  geworden  ist 
(vgl.  Anm.  50). 

Im  Jahre  1876  veröffentlichte  du  Bois-Reym 
Zusätze  zu  dieser  Abhandlung.  Diese  Zusätze  beginnen  mit 
den  Worten:  »Ich  hatte  ursprünglich  die  Absicht,  meiner  Ab- 
handlang: Untersuchungen  usw.'  eine  andere  folgen  zu  lassen, 
welche  nach  einigen  Richtungen  hin  die  dortigen  Forschungen 
weiter  fortführen  sollte.  Dieses  Vorhaben  wurde  mir  inzwischen 
durch  die  Länge,  die  jene  erste  Veröffentlichung  annahm,  ver- 
leidet, und  ich  habe,  statt  noch  eine  zweite  Abhandlung  zu 
schreiben,  vorgezogen,  Einzelnes  aus  der  Fortsetzung  meiner 
Untersuchungen  in  kurzem  Auszug  in  jene  Mitteilung  während 
des  Druckes  einzuschalten  (Art.  40  von  .Die-  Resultat*  an  und 
Schlußbetrachtungen),  anderes  aber,  wovon  ich  mir  noch  gewisse 
Ergebnisse  versprach,  habe  ich  gar  nicht  erwähnt.  1 
hat  meine  Erwartungen  getäuscht,  ohne  deshalb  der  Mitteilung 
ganz  unwert  zu  erscheinen,  und  erst  eres  bedarf  in  einem  Punkte 
einer  richtigstellenden  Erklärung,  so  daß  ich  es  am  Ende  doch 
für  angemessen  halte,  hiermit  wenigstens  einige  Zusätze  zu  der 
in  Rede  stehenden   Abhandlung  zu  machen.« 

Die  Zusätze  sind:  1.  Über  einen  Zusatz  zum  zweiten  Haupt- 
satz,   im    Falle    seine    beiden    Seiten    divergieren f) ;    2.    Über 


A.  a.  <>..  s.  249. 
**]  »Series  tri-.«.  S.  84. 

***)  »Zusiit/.e  zur  Abhandlung:   Untersuchungen  über  die   K 
vergenz    und    Divergenz    der    />/  -sehen    Daratelrungsfonneln«, 
Math.  Ann..   Bd.  -\.   1876,  S.   131    446.    Vgl.  »Zur  Gesch.  der  trig. 
Reihen«,  8.  62    63. 

•J-)  Du  Bois-Reymond.  a.  a.  0..  S.  431—437. 
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einige  asymptotische  Grenzwerte  von  Integralen*);  3.  Über 
Darstellbarkeit  durch  Fourier&chü  Reihen  von  Funktionen,  die 
durchweg  unendlich  viele.  Maxima  haben**).  Endlich  gibt  du 
Bois-Reymond***)  einige  Bemerkungen  zu  deu  vorstehenden 
Ergebnissen«.  Für  ihn  handelte  e3  sich  um  die  Frage:  Wenn 
es  zweifellos  durchweg  endliche,  stetige  Funktionen  gibt,  die 
in  einzelnen  Punkten  oder  sogar  in  Punkten,  die  in  jedem 
kleinsten  Intervall  vorkommen,  nicht  darstellbar  sind:  gibt  es 
wohl  auch  durchweg  endliche  und  stetige  Funktionen,  die  in 
keinem  Punkte  darstellbar  sind?  Er  bemerkt,  daß  er  nicht  so 
glücklich  gewesen  ist,  diese  Frage  zu  erledigen. 

In  der  hier  gedruckten  dritten  Abhandlung  beschäftigt  sich 
du  Bois-Reymond^)  mit  der  Verallgemeinerung  des  Dirichlet- 
schen  Integrals,  die  darin  besteht,  daß  an  Stelle  des  Sinus 
eine  allgemeinere  Funktion  eingeführt  ist,  die  mit  dem  Sinus 
die  Eigenschaft  gemein  hat,  daß  sich  in  jedem  Intervalle  von 
einer  bestimmten  endlichen  Größe  mindestens  zwei  Argument- 
werte befinden,  für  die  die  Funktion  ihr  Zeichen  wechselt. 
Aber  schon  vor  ihm  hat  W.  R.  Hamüton-ff)  die  Dirichlctschen 
Siitze  in  dieser  Allgemeinheit  aufgestellt. 

G.  H.  Hardy-fj-f)  beschäftigt  sich  mit  den  Fragen,  die  von 
du  Bois-Reymond  in  der  Arbeit  von  1876  behandelt  sind. 
Hardy  sagt:  »Seine  Analyse  ist  unglücklicherweise  sehr  müh- 
sam ausgefüllt  und  schwierig  zu  verfolgen;  seine  Benutzung 
der   Begriffe    und    die    Bezeichnung    seiner   Lieblingsrechnung, 


*)  Du  Bois-Reymond,  a.  a.  0..  S.  437—440. 

**!  Ebenda.  S.  440-443.    Vgl.  Amn.  54. 

***)  Ebenda.  S.  443—445. 
•;•    Wie  in  seiner  Abhandlung  (vgl.  Anm.  45,  in  Journ.  für  Math., 
Bd.  LXIX,  1868.  S.  65—108. 

-'■■';  »On  Fluctuating  Functions <,  [1840],  Trans.  Rov.  Irish  Acad., 
Bd.  XIX.  1843,  S.  264-321.  Vgl.  L.  Kronecker.  »Vorlesungen  über 
Mathematik.  . . .  Erster  Band.  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  ein- 
fachen und  der  vielfachen  Integrale«,  herausgegeben  von  E.  Netto, 
Leipzig,  1894,  S.  77— 89;  und  F.W.  Hobson,  >Sir  William  Rowan 
Hamilton?,  Fluctuating  Functions«,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  2 . 
Bd.  VII,  1909,  S.  338—358.  Vgl.  auch  C.  Neumann,  »Über  die  nach 
Kreis-.  Kugel-  und  Zylinderfunktionen  fortschreitenden  Entwick- 
lungen, uuter  durchgängiger  Anwendung  des  du  Bois-Beymondacheri 
Mittelwertsatzes«.  Leipzig  1881,  S.  70;  und  H.  Burkhard!.  » Entwick- 
lungen nach  oszillierenden  Funktionen«,  Leipzig  1901 — 1908  (aus 
Jahresber.  der  Deutsch.  Math.-Ver.,  Bd.  X.  Heft  2.  S.  982—989). 

III)  »Notes  on  some  Points  in  the  Integral  Calculus.  XXIII.  On  cer- 
tain  oscillating  Cases  of  Dirichlets  Integral«,  Messenger  ofMath.  2. 
Bd.  XXXVIIL  1908.  S.  1-8  vgl.  S.  176—185.  und  Bd.  XL.  S.  44-53  . 
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des  ,Infinitärkalkuls',  ist  ziemlich  verwirrend  für  solche,  die 
mehr  an  Schlußfolgerungen  gewöhnt  sind,  die  mit  Hilfe  von 
Ungleichheiten  fortschreiten.  In  dieser  und  in  den  folgenden 
Noten  beabsichtige  ich  (manchmal  in  allgemeinerer  oder  prä- 
ziserer Gestalt)  einige  der  einfachsten  und  auffälligsten  Re- 
sultate von  du  Bois-Beymond  wieder  aufzustellen,  einfachere 
Beweise  einiger  von  ihnen  zu  geben  und  sie  mittels  beson- 
derer Integrale  zu  erläutern,  die  an  sich  interessant  sind  und 
entweder  genau  oder  asymptotisch  ausgewertet  werden  können. 
Manche  der  schwierigeren  Ergebnisse  können  nur  durch  ver- 
feinerte Methoden  bewiesen  werden.« 

36)  Zu  S.  4.  Über  Hoene  Wronskis  »loi  supreme«  osw. 
vgl.  S.  Dickstein,  Prace  Matematyczno-Fizyczre  YVarsaw  .  Bd.  IL 
1890,  S.  145 ff.:  Bd.  IV,  1893,  S.  88 ff.:  Bd.  V,  1894,  B.  123  ff. 
(Jahrb.  über  die  Fortsein,  der  Math.,  1890,  S.  43,  und  1893— !»4. 
S.  394  ff.,  422);  A.  Bassani,  Journal  de  Sciencias  Mathematicas, 
Bd.  X,  1891,  S.  81  ff.;  C.  La  ■nix.  Mein.  conr..  Bd.  XLVII. 
1886,  No.  2,  8  S.;  TU.  H.  Erhols,  Ball.  New  York  Math.  Soc  . 
Bd.  II,   1893,  S.  178 ff.;  Burkkardt,  a.  a.  <>.,   S.  794— 804. 

37)  Zu  S.  5.  Vgl.  Klass.,  Heft  153.  S.  99,  115.  Vgl. 
auch  A.  Frmgsheim,  Sitzungsber.  der  Math.  I'liys.  Kl.  der  K. 
B.  Akad.  der  AViss.  zu  München,  Bd.  XXV.   1896,  S.  337. 

38)  Zu  S.  7.     Vgl.  Klass.,  Heft  116,  S.  8—17. 

39)  Zu  S.  8.  Vgl.  Sachse,  a.  a.  0.,  S.  233—234:  Beiff, 
a.  a.  0.,  S.  182. 

40)  Zu  S.  8.  A.  Bringslieim*),  berichtet  über  Unter- 
suchungen nach  der  Gültigkeit  der  Fourier&cheii  Integralformel: 


•  ldßlf((x)  •  cos,>  [a — x)  ■  da  = 
(bzw.  =   >-  [/•;,•  -0  +f[x  —  0)}) 


71 

0 


von  Fourier,    Foisson,   Cauchy,  Deflers,  du  Bois-Beymond  **)t 
C.  N&umarm,   C.  Jordan.   Ha/rnack  und   //.  I! 

41)  Zu   S.  !'.     An  der  Stelle,   wo  Virichlei  den  allgemeinen 
Begriff     Dirichlets  Funktionsbegriff«    zuerst  klar  a  chen 


*  »Über  das  Fouriersche  Integraltheorem <■  Jahresbericht  der 
Deutsch.  Math.-Ver.,  IM.  XVI.  1908,  S.2-16;  Math  Ann..  Bd.LXVIH, 
s.  367—408. 

rourn.  für  Math.,    Bde.  l.XIX    1868   und  1.XX1X    1876    und 
Math.  Ann..  Bd.  IV    L871 
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zu  haben  scheint  (Klass.,  Heft  116,  S.  3 — 4),  betrachtet  er  — 
was  indessen  nicht  immer  bemerkt  worden  ist  —  nur  stetige 
Funktionen  y  von  x. 

42)  Zu  S.  9.    Vgl.  du  Bois-R  ymond,  Math.  Ann.,  Bd.  XVI, 

1880,  S.  128,  Anm.  und  Anm.  25  oben   (Heft  185). 

43)  Zu  S.  10.     Vgl.  Anm.  34  (Heft  185). 

44)  Zu  S.  11.  Daß  eine  (reelle  einwertige)  Funktion  einer 
reellen  Veränderlichen  nicht  allgemein  in  eine  trigonometrische 
Reihe  entwickelt  werden  kann,  läßt  sich  aus  Jourdaim  Satz*) 
über  die  Mächtigkeiten  gewisser  Mengen  von  Funktionen 
schließen.  Daß  aber  nicht  alle  stetige  Funktionen  in  dieser 
Form  entwickelbar  seien,  kann  nicht  auf  diesem  Wege  ge- 
schlossen werden. 

45)  Zu  S.  14.  »Über  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Klasse  von  Doppelintegralen,  zu  denen  das  Fouriersche  Doppel- 
integral  gehört«  [Febr.  1868],  Journ.  für  Math.,  Bd.  LXIX. 
1868,  S.  65 — 108;  »Allgemeine  Lehrsätze  über  den  Gültig- 
keitsbereich der  Integralformeln,  die  zur  Darstellung  willkür- 
licher Funktionen  dienen«  April  1874],  ebenda,  Bd.  LXXLX, 
1875,  S.  38—66. 

46)  Zu  S.  15.     Vgl.  Anm.  5  (Heft  185). 

47)  Zu  S.  17.  Vgl.  Anm.  7.  Etwas  später  sucht  du  Bois- 
Reymoml**)  wieder,  eine  Funktion  z{u)  einzuführen  als  Grenze 

a 

/t(a) 
-L- -  da  ; 

o 
es  konvergiert,  resp.  divergiert,  wenn  t(a)  -<.,  resp.  >-  x[a)  ist. 


*)  Journ.  für  Math..   Bd.  CXXVIII,   1905,   S.  170;   vgl.   Klass., 
Heft  153,  S.  114. 

**)  »Über  die  Paradoxen  des  Infinitärkalkuls«,  Math.  Ann.,  Bd.  XI, 
1877.  S.  149—167.  Auf  S.  158—167  untersucht  er  die  ideale  Grenze 
zwischen  Konvergenz  und  Divergenz;  und  sagt  (S.  151):  »Ich  ... 
wünsche,  daß  es  mir  . . .  gelungen  sei,  mit  befriedigender  Schärfe 
zu  erläutern,  was  ich  mir  unter  der  Funktion  t  [a]  denke.«  Die 
erste  Hälfte  S.  151— 158  dieses  Aufsatzes  enthält  »die  Bemerkung, 
daß  die  der  geometrischen  Vorstellung  nach  völlig  kontinuierliche 
Schar  immer  rascher  ansteigenden  Kurven  ein  von  den  uns  ge- 
läufigen Raumkontinuitäten  gänzlich  verschiedenes  Verhalten  zeigt, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  einem  ihrer  Individuen  sich  möglichst 
zu  nähern. < 

Ostwalda  Klassiker.     186.  9 
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A.  Prmgsheim  *)  bestreitet  diesen  Versuch,  während  E.  Bord** 
der  Meinung  von  du  Bois-Reymond***)  sich  anschließt.  Vgl. 
auch  Schoenflies,  a.  a.  0.,  1908,  S.  68  —  71. 

Einerseits  kann  man  beweisen,  daß  das  Unendliche,  das 
jener  Grenze  entspricht,  durch  keine  Funktion  je  darstellbar 
sein  wird;  andererseits  ist  man  »gezwungen,  das  Vorhanden- 
sein .  .  .  [dieses]  Unendlich  anzunehmen,  nicht  bloß  im  geo- 
metrischen Sinne,  sondern  auch,  um  analytische  Ungereimt- 
heiten zu  vermeiden«. 

Über  diesen  Widerspruch  zwischen  den  Ergebnissen  der 
analytischen  Untersuchung  und  der  angeborenen  Größen- 
vorstellung »finde  ich«,  sagt  du  Bois-Reymond -f  .  das  Heil 
nur  in  der  Vergleichung  mit  den  Zahlen.  Lediglich  mit 
den  Rationalzahlen  kann  man  die  unendlichwerden- 
den Funktionen  vergleichen,  sie  sind  die  wirklichen  in- 
finitären  Größen  und  nicht  Grenzen  solcher.  Der  Logarithmus, 
die  Potenz  und  überhaupt  jedes  ins  Unbegrenzte  verfolgbare 
Gesetz  ist  ein  rationales  Unendlich,  es  sind  tatsächlich 
gegebene  Wachstümer.  .  .  .  Kurzum  ich  meine,  die  ideelle 
Grenze  zwischen  Konvergenz  und  Divergenz  ist  ein 
irrationales  Unendlich,  welches  sich  zu  den  konvergenten 
und  divergenten  unendlichen  Operationen  ganz  ähnlich  ver- 
hält, wie  die  Länge  der  Kreisperipherie  zu  den  von  außen 
und  von  innen  für  sich  ihr  nähernden  geschlossenen  Linien 
von  numerisch  darstellbarer  Länge. 

»Bei  diesem  Vergleich  habe  ich  mich  beruhigt  und  habe, 
um  an  die  Irrationale  tc  zu  erinnern,  die  Funktion  von  irra- 
tionalem Unendlich,  die  die  Grenze  zwischen  Komergenz  und 
Divergenz  bildet,  mit   r  bezeichnet.« 

Auch  sagt  du  Bois-Reymond  ff  :  Würde  es  eine  solche 
Grenzfunktion  geben,  so  habe  ich  erstens  schon  speziell  für 
diese  Grenze  zwischen  Konvergenz   und  Divergenz    bei  Reihen 


*)  Sitzungsber.  der  Math.-1'hvs.  Kl.  der  K.  11.  Akad.  der  Wies. 
zu  München.'  Bd.  XXVII.   1897,  S.  3(0-334.     Über  diese  Arbeit 
eine  PringsheimBehe  Arbeit  von  1896  über  denselben  Gegenstand,  and 
Pringsheima  Formale  Theorie  der  Arithmetik  vgl.  Anm.  7   Hei': 
Lecons  bot  la   throne  des  fonctions«,   Paris   1898    S 
»Lec,ons  sur  lea  säries  ä  termea  positÜB«,  Paria  1902,  S.  4^ — 50. 
***    l'u  Bois-Reymond,  a.  a.  0-,  S.  159. 
benda,  S. 
Ebenda  S.  164. 
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gezeigt*),  daß  wir  uns  ihr  mit  den  lugarithmischen  Kriterien 
nicht  unbegrenzt  nähern  können.«  In  dieser  Abhandlung  ist 
er  noch  weiter  zu  einem  analogen  allgemeinen  Resultat  ge- 
kommen. 

48)   Zu   S.  18.     Vgl.  Anni.  7   (Heft  185). 

49  Zu  S.  21.  Auch  11.  .1.  Schwarz  hat  ein  Beispiel  einer 
stetigen  Funktion,  die  durch  keine  Fouricrsehe  Reihe  darstell- 
bar ist,  gegeben  [Sachse^  a.  a.  0.,  S.  271 — 274;  Klass., 
Heft  116,  S.  54—55).  Vgl.  auch  E.  W.  Hobson,  Proc.  Lond. 
Math.  Soc.  (2),  Bd.  III,  11)05,  S.  48—61.  Hobson  hat  ge- 
zeigt, daß  die  Srjnrnr^sehe  Reihe  eine  oszillierende  ist,  und 
durch  Einführung  eines  geeigneten  Systems  von  Klammern, 
aber  ohne  Änderung  der  Rangordnung  der  Glieder,  die  Reihe 
gegen  den  Wert  der  Funktion  konvergiert.  Du  Bois-Rrymonds 
Funktion  hat  die  Eigenschaft,  stetig  und  so  bestimmt  zu  sein, 
daß  die  entsprechende  Fouri ersehe  Reihe  aufhört  zu  konver- 
gieren gegen  den  Wert  dieser  Funktion  für  eine  überall  dichte 
Punktmenge;  und  Hobson  hat  eine  einfachere  Funktion  solcher 
Art  konstruiert. 

H.  Lebesgue  (»Series  trig. «,  S.  85 — 88)  hat  ein  etwas  ein- 
facheres Beispiel   als    das   von  Schwarz   gegebene   konstruiert. 

50)  Zu  S.  22.     Vgl.   Anm.  48. 

In  der  neueren  Zeit  sind  die  Begriffe  und  Sätze  des  Infinitär- 
kalkuls  von  großer  Wichtigkeit  geworden  in  Untersuchungen 
von  Poincare,  Hadamard,  Picard  und  Bord  über  die  Theorie 
ganzer  transzendenter  Funktionen**),  auch  in  der  Theorie  der 
singulären  Punkte  analytischer  Funktionen  u.  a.  ***). 

51)  Zu  S.  22.  Etwas  später  definiert  du  Bois-Rey  mondj) 
das  »Unendlich«  von  Funktionen  als  »die  Geschwindigkeit  ihres 
Ansteigens«  und  fügt  hinzu:  »Aus  der  geometrischen  Vorstellung 
folgt,  daß  ...  ihr  Unendlich  eine  sogenannte  Kontinuität  bildet. 
D.  h.  denken  wir  uns  zwei  verschieden  rasch  ansteigende 
Funktionen,  so  sind  alle  Übergänge  von  der  einen  zur  anderen 
räumlich  denkbar  und  in  der  Vorstellung  vorhanden.  Nirgends 
ist  zwischen  zwei  ins  Unendliche  ansteigenden  Kurven  oder  in 
der   Umgebung   einer    solchen    Kurve   eine   Lücke    vorstellbar, 


*    Journ.  für  Math.,  Bd.  LXXVI,  S.  88  ff. 
**    Vgl.  E.  Bord.  >Lecons  sur  les  fonetions  entieres«.  Paris  1900. 
***)  Vgl.  G.  H.  Hardy,   »Orders  of  Infinity.    The  Jnfinitiircalcul' 
of  Paul  che  Bois-Reymond*.  Cambridge  1910".  S.  1—2,  48 — 57. 
I)  Math.  Ann.,  Bd.  XI.  1877.  S.  151—152.     Vgl.  Anm.  47. 
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die  nicht  von  Kurven  ausgefüllt  werden  könnte,  sondern  jede 
Kurve  wird  von  anderen  Kurven,  die  ihr  beliebig  nahe  ver- 
laufen, bis  ins  Unendliche  begleitet.« 

Ferner  »kann  man  z.  B.  durch  die  zwei  ins  Unendliche 
ansteigenden  Kurven  eine  unbegrenzte  Anzahl  angemessen  weit 
voneinander  entfernter,  der  ?/-Achse  parallelen  Geraden  legen, 
und  indem  man  jeden  Punkt  einer  jeden  einzelnen  mit  je 
einem  Punkte  der  übrigen  durch  Linien  verbindet,  erhält  man 
eine  unbegrenztfach  unendliche  Kurvenschar,  deren  Individuen, 
wenn  die  parallelen  Geraden  hinreichend  voneinander  entfernt 
sind,  nur  wachsen.«  Dann  prüft  er*),  wie  diese  »Forderungen 
der  angeborenen  Größenvorstellung  demgegenüber  die  Folge- 
rungen des  analytischen  Verstandes  sich  verhalten.« 

52)  Zu  S.  64.     Vgl.  Anm.  47. 

53)  Zu  S.  105.  Olivier**)  gab  ein  höchst  einfaches  Kri- 
terium der  Konvergenz  und  Divergenz  an:  Eine  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  divergiert,   wenn  lim  vuy  von  Null  verschieden 

ist,  und  konvergiert,  wenn  sie  Null  ist.  Für  den  ersten  Fall 
gibt  Olivier  einen  hinreichenden  Beweis;  daß  aber  der  zweite 
Teil  des  Satzes  falsch  ist,  zeigt  Abel***}  an  der  Keihe 

1     +     *     +...+     !+..., 


21g2    '    31g3  '    vlgv 

welche  divergiert,  obgleich  das  Oliricrsche  Kriterium  erfüllt  ist. 

54)  Zu  S.  109.  Über  diese  Bedingung  für  die  Divergenz 
einer  Funktion,  die  für  x  <  0  Null  ist,  für  x  ^  0  gleich 
ist,  vgl.  du  Bois-Üeymond  in  Math.  Ann.,  Bd.  X,  1876,  S.  442 
bis  443.  Auf  S.  444 — 445  bemerkt  er  mit  Bezog  auf  diese 
Stelle  in  den  »Untersuchungen«:  »Noch  einen  Punkt  will  ich 
schließlich  hier  zur  Sprache  bringen,  in  bezog  auf  welchen  ich 
nachträglich  meine  Behauptung  etwas  genauer  begrenzen  will. 


*)  Ebenda,  S.  152— 158.   Vgl.  Schoenflies,  a.  a.O.,  1900,  S.  54 
**)  »Remarques   sur  les   series   infinies   et   leur    eonvergence«, 
Journ.  für  Math.,  Bd.  II. 

***)  »Note  sur  un  memoire  de  M.  L.  Olivier,  . .  .<.  Journ.  für  Math., 
Bd.  III;  Oeuvres  (herausgeg.  von  Sylow  und  Lie,  Bd.  1    S  102). 

Vgl.  liriff.  a.  a.  •'..  S.  L76   -178.    Vgl.  auch  Qenocchi-B  ■<      a  a.  "., 
S.  318— 319. 


Auiuerkungeii.  133 

»Ich  habe  gezeigt*),  daß  bei  Funktionen,  die  außer  in  der 
beliebig  kleinen  Umgebung  des  Punktes  x  =  0  nicht  unendlich 
viele  Maxima  haben,  die  Darstellbarkeit  für  diesen  Punkt  erat 
aufhören    kann .    wenn   die  Funktion   die  Form  q  (x)  cp  (x)    sich 

geben  läßt,  wo   (?(#)>  und  </  [x]   für   x  =  0    nicht   ver- 

l  — 

x 

schwindet.  Dergleichen  Funktionen  sind  tatsächlich  unter  Um- 
ständen nicht  darstellbar.  Die  Frage  ist  eben  nur,  ob  die 
Darstellbarkeit  nicht  für  kleinere  Nullen  von  £  (x)  schon  auf- 
hört.    Ich  habe  wiederum  gezeigt,   daß  für  q  («)  ^<  r  (a) ,    wo 


1 

1 
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-■ir 

cc 

cc 
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1      1       /     1  \ l  + " 
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cc       et 
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(.i  beliebig  klein,  die  Funktion  stets  darstellbar  ist.    Es  han- 
delt sich  also  um  die  infinitäre  Lücke : 


1 

cc 


e  («)>-*  («)• 


»Die  Ausdehnung  der  Bedingung   £>(«)>^ — r-   auf  Funk- 

l  — 
cc 

tionen,  die  durchweg  unendlich  viele  Maxinia  haben,  oder  gar 
nach  Art  gewisser  integrierbarer  Funktionen  durchweg  unstetig 
sind,  ist  es,  welche  ich  nicht  in  befriedigender  Weise  außer 
Zweifel  zu  setzen  vermag.  Zwar  widerspricht  ihr  die  obige  [vgl. 
Anm.  35]  Betrachtung  der  Funktion  jtj  sin/^  x  -f-  -/.2  sin^se  +  ■  •  ■ 
keineswegs,  da  sie  vielmehr  dieselbe  Grenze  ergibt.  Der  all- 
gemeine Beweis  aber,  den  ich  nachträglich  mitteilen  wollte, 
und  der  auf  einer  idealen  Zusammenschiebung  der  Stellen  ohne 
Zeichenwechsel  beruht,  will  diese  Funktionen,  die  doch  ledig- 
lich Geschöpfe  der  Analysis  sind,  einer  geometrischen  An- 
schauungsweise unterwerfen,  der  sie  allerdings  schwer  sich 
fügen  werden,  die  daher  berechtigten  Zweifeln  begegnen  könnte, 
und  die  mir  selbst  von  Tag  zu  Tag  bedenklicher  wird,  so  daß 


*}  »Ich  habe  mich  an  dieser  während  des  Druckes  eingeschalteten 
Stelle  etwas  kurz  fassen  müssen,  indessen  wird  das  Gesagte  wohl 
genügen.« 
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ich  vorziehe,  hiermit  die  Bedingung  q  (a)  >^  ausdrücklich 

l  — 
a 

nur  für  die  Funktionen  f(x),  die  außer  in  der  Umgebung  von 
x  =  0  nicht  unendlich  viele  Maxima  haben,  oder  durch  tri- 
gonometrische Keinen  mit  unbedingt  konvergenten  Koeffizienten 
darstellbar  sind,  zu  behaupten*).« 

55)  Zu  S.  114.     Weicrstraß**)  hat  gezeigt,  daß,  wenn  f(x) 
stetig  ist  im  Intervall  (a,  b),  man  setzen  kann: 

f[x)  =  lim  xp  (x,  k) , 

k=  x 
WO 

4-00 
1 

xp  [x,  k)  = 

k  V 


*)  >Da  die  Funktionen  der  Form  q{o)  ip(a),  wo  ip(a    für  «  =  0 
nicht  verschwindet,  und   (»(«)>= =-   ist,  nachweislich   für  a  =  0 

manchmal  nicht  darstellbar  sind,  so  ist  also  nur  zu  zeigen,  daß  sie 

für  o(«)  -=<  — —  darstellbar  sind,  was  darauf  hinausläuft,  zu  beweisen, 
l  — 

IC 

a 

/Cf  («) 
da        <    s'mhcc—O,  falls  7-  0;  =  0.    Es  scheint  aber,  daß 
al  — 
0  « 

ein  analytischer  Beweis  dieses  Satzes  Schwierigkeiten  derselben  Ord- 

a 

nung  bietet,  wie  die  Untersuchung   des  Integrals  I  da —     bü 

wiewohl  man  meinen  könnte,  wegen  des  Logarithmus  im  Nenner. 
in  viel  vorteilhafterer  Lage  zu  sein.  Jedenfalls  ist  durch  meine 
Untersuchungen  gegenwärtig  das  Interesse  der  Theorie  von  diesem 
Integral  in  jenes  verlegt.  Ich  habe  aber  nicht  die  Absicht,  mich 
weiter  damit  zu  beschäftigen.« 

Vgl.  auch  »Zur  Gesch.  der  trig.  Reihen«.  S.  52—53. 
**)  »Über  die  analytische  Darstellbarkeit  sogenannte!  willkür- 
licher Funktionen  reeller  Argumente«.  Sitz,  der  K.  Akad.  d.  ^  98. 
zu  Berlin,  1885;  Werke,  Bd.  111.  S.  1—37.  Vgl.  auch  K.  B 
»Lecons  sur  les  fonctions  de  variables  reelles  et  les  developpe- 
ments  en  series  de  polynömes«,  Paris  1905,  S.  50—66  für  andere 
Beweise  usw.  vgl.  S.  55 — 74). 
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und  k  eine  positive  ganze  Zahl  ist;  daß  ferner  ip(x,k)  eine 
ganze  Funktion  von  x  ist;  man  kann  ein  Polynom  P(x)  bilden, 
so  daß,  wenn  e  ^>  0  sein  soll, 

f(*)-P(*)|<8 

im  ganzen  Intervalle  (a,  b)  ist.   — 

Über  Fouriera  Integrale  vgl.  B.  Ri&mcmn:  »Partielle  Diffe- 
reutialgleichungen  und  deren  Anwendung  auf  physikalische 
Fragen.  Vorlesungen  .  .  .  bearbeitet  und  herausgegeben  von 
K.  Hattendorff« ,  Braunschweig,  1869,  insbesondere  S.  109; 
und:  »Die  partiellen  Differentialgleichungen  der  mathematischen 
Physik«  (nach  Riemanns  Vorlesungen  bearbeitet  von  Heinrich 
TIW>er),  Braunschweig,  1900  — 1901.  Vgl.  auch  Anm.  40; 
Sommerfeld,  Inaug. -Diss.,  Königsberg  1901;  Orlando,  Rend. 
Accad.  Lincei  (5),  Bd.  XVII,  S.  367  ff. :  Hobson,  Proc.  Lond. 
Math.  Soc.  (2),  Bd.  VI,  S.  372  ff,  und  die  in  Anm.  9  (Heft  185) 
zitierte  Schrift,  S.  758 ff.;  Hardy,  Cainb.  Phil.  Trans.,  Bd.  XXI, 
S.  1—48,  427  —  451;  Prmgsheim,  Math.  Ann.,  Bd.  LXXI, 
S.  289—298. 
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